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Def. 線形変換とは、ベクトル空間 V から V への線形写像のことである。線形変換は必ず 0は 0に写す。
v1, · · · ,vnを V の基底とする。線形変換 f : V → V に対して、

(f(v1), · · · , f(vn)) = (v1, · · · ,vn)

a11 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ann


としたとき右に現れる行列Aを f の v1, · · · ,vnに関する表現行列という。表現行列は基底に依存して決
まるものである。

Def.

線形変換 f : V → V の固有値とは、Ker(f −αIV ) ̸= 0となる複素数 αのこと。Vα = Ker(f −αIV )を固
有値 αの固有空間という。f の表現行列を Aとするとき、ΦA(t) = det(αE − A)を固有多項式という。
固有多項式は表現行列によらない。
また Vαの non-zeroのベクトルを固有ベクトルという。
Def. V → V が単純であるとは、f(v) = αIV となること。V が半単純とは、ある基底 v1, · · · ,vnが存
在して、f の表現行列が対角化可能であること。
定理 7.11. 以下が同値

(1) f : V → V が半単純

(2) V のある基底が存在して、その基底に関する表現行列が対角行列

(3) f の固有ベクトルからなる基底が存在する。

Def. GL(n,R)を n次の実数成分をもつ正則行列全体の集合とする．O(n,R)を n次の実数成分をもつ
直交行列全体の集合とする．
Def. diag(λ1, · · · , λn)) ∈ M(n,R)を対角行列でその対角成分が λiとなる行列とする．

Thm. 実対称行列Aに対して，ある直交行列R ∈ O(n,R)が存在して，RAtR = diag(λ1, · · · , λn)とす
ることができる．ただし，λ1, · · · , λp > 0, λp+1, · · · , λp+q < 0, λp+q+1 = · · · , λn = 0を満たす．

Def. 対角行列 Jp,q ∈ M(n,R)を diag(

p︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1,

q︷ ︸︸ ︷
−1, · · · ,−1,

n−p−q︷ ︸︸ ︷
0, · · · , 0)とする．

問題 1 [ベクトル空間]

R[X]n = {a0 + a1X + a2X
2 + · · ·+ anX

n|ai ∈ R}とおくとき、R[X]nはベクトル空間としての和とス
カラー倍は何か？考えよ。例えば、R[X]2の元X と 1 +X +X2のベクトルとしての和とスカラー倍と
は何か？また、R[X]2と 3次元の数ベクトル空間R3はどのように同じと見なせるだろうか？説明せよ。
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問題 2 [線形変換の表現行列]

次の線形変換の表す表現行列を求め，その固有値と固有空間の基底を求めよ．
(1) V = R[X]1, f : V → V を f(F (X)) = F (2−X)

(2) V = R[X]2, f : V → V を f(F (X)) = F (1−X)

(3) V = R[X]2, f : V → V を f(F (X)) = (1−X)
d

dX
F (X)

問題 3 [半単純性]

上記の線形変換 (1),(2),(3)は半単純かどうか判定せよ。

定理 7.9.任意の線形変換 f : V → V に対して，ある基底 v1, · · · ,vnが存在して，f(vi) ∈ ⟨v1, · · · ,vi⟩
が成り立つ．

V = {(a1, a2, a3, · · · )|an ∈ R}

を数列の空間であり，自然にベクトル空間の構造を持つ．次元は無限大である．

W = {(a1, a2, a3, . . . , ) ∈ V |an = can−1 + dan−2}

は V の部分ベクトル空間であり，(1, 0, d, · · · )と (0, 1, c, · · · )が基底となる．

問題 4 [表現行列]

上の数列の空間 V の部分空間W に対して次の線形変換 f : W → W は半単純か．
(1) W = {(a1, a2, a3, . . . , ) ∈ V |an = an−1 + an−2}, f(a1, a2, · · · ) = (a2, a3, · · · )
(2) W = {(a1, a2, a3, . . . , ) ∈ V |an = −2an−1 + 3an−2}, f(a1, a2, · · · ) = (a2, a3, · · · )
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