
Dirichlet積分
まず講義資料で使った lim

T→∞

∫ T
−T

sin η
η dη = πの復習をしておきます（この

後の反転公式の証明でも使うので）．まず偶関数の積分なので，積分区間
は半分に分けて示せば十分です．Fubiniの定理を使うと∫ T

0

sin η

η
dη =

∫ T

0

(∫ ∞

0
e−ηtdt

)
Im eiηdη

=

∫ ∞

0

∫ T

0
Im e−ηt+iηdη dt

=

∫ ∞

0
Im

1− e−Tt+iT

t− i
dt

=

∫ ∞

0

1

t2 + 1
(1− e−Tt(cosT + i sinT ))dt

となり，T → ∞で e−Tt(· · · )の部分は 0に一様収束するので，Lebesgue
の収束定理を使えば上の積分は

∫∞
0

1
t2+1

dt = π
2 に収束します．
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反転公式
Riemann–Lebesgueの補題を使うと，反転公式の総和法を使わない証明が
できます．かなり技巧的ですが実解析らしい議論で，Fourier級数のとき
に Dirichlet核に全く触れなかったのを補うためにも紹介します．

定理
f ∈ L1(R)に対してFf ∈ L1(R)であるならば，f の連続点 xにおいて
F−1Ff(x)が成り立つ．

上で L1(R)ではなく L1(R)と書いたのは，同値類をとると連続点が意味
を持たなくなるからです．

「連続点 xにおいて」は強い仮定ではありません．総和法を使えば
F−1Ff = limt→0Ht ∗ f = f が L1収束として成り立つので，
F−1Ff = f a.e.ですが，この左辺は可積分関数Ff の Fourier逆変換と
して連続（講義資料最初の命題と同じ）です．従って定理の仮定の下で
は，全ての点で連続な代表元が存在します．
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反転公式の証明
まずFf ∈ L1(R)なので Lebesgueの収束定理から

F−1(Ff)(x) = lim
N→∞

1

2π

∫ N

−N
Ff(ξ)eixξdξ

です．Ff を定義に従って積分で書いて，Fubiniの定理と変数変換も使う
と上の右辺に現れる積分は∫

f(y)

∫ N

−N
ei(x−y)ξdξdy = 2

∫
f(y)

sin(N(x− y))

x− y
dy

= 2

∫
f(x− y)

sin(Ny)

y
dy

となります．ここで |y| ≥ M と |y| < M に積分を分けると，まず∣∣∣∣∣
∫
|y|≥M

f(x− y)
sin(Ny)

y
dy

∣∣∣∣∣ ≤ ∥f∥L1

M

なので，こちらはM → ∞では無視できます．
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反転公式の証明
残りの部分はさらに δ > 0を導入して∫

δ≤|y|<M
f(x− y)

sin(Ny)

y
dy = 0

を考えると，この範囲で f(x−y)
y は可積分なので Riemann–Lebesgueの補

題からN → ∞で 0に収束します．すると残るのは |y| < δだけで，そこ
では f の連続性から f(x− y) ∼ f(x) (δ → 0)とできるので，∫

|y|<δ
f(x− y)

sin(Ny)

y
dy ∼ f(x)

∫
|y|<δ

sin(Ny)

y
dy

= f(x)

∫
|y|<Nδ

sin z

z
dz

この最後の積分がN → ∞で πに収束することを使うと

F−1(Ff)(x) = lim
N→∞

1

2π

∫ N

−N
Ff(ξ)eixξdξ = f(x).
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