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2021 年 5 月 15 日

1 復習
定義 1.1 (再掲). pを素数とする. x ∈ Qに対し, |x|pを以下で定める:

(1) x = 0のとき, |0|p = 0と定める.

(2) x ̸= 0のとき, x = pℓ
a

b
(l, a, b ∈ Z, ただし, a, bは pで割り切れない.)

と表す. このとき, |x|p = p−ℓと定義する.

|x|pを xの p進ノルムと呼ぶ.

例:

∣∣∣∣365
∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣4 · 95
∣∣∣∣
2

=
1

4
,

∣∣∣∣2740
∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣18 · 27
5

∣∣∣∣
2

= 8.

※ (∀x, y ∈ Q) |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}. 強三角不等式.

本ファイルでは, 断りがない限り p進距離に関するコーシー列を単にコー
シー列と略す. 有理数からなるコーシー列 a = (an)n≥0に対して, aを
a = {(bn)n≥0 | (bn)n≥0は有理数からなるコーシー列, lim

n→∞
|an − bn|p = 0}

で定義した. Qp := {a | aは有理数からなるコーシー列 }であった.

a = (an)n≥0 ∈ Qpに対して, |a|p = limn→∞ |an|p. さらに, a ̸= 0ならば,

十分大きいすべての nに対して |a|p = |an|p ∈ {pm | m ∈ Z} (1.1)

であった. なお, Qpの具体的なイメージは補足 3.1で明らかにする予定.

2 Qpにおける和, 積 (補足3.1も参照)

a = (an)n≥0, b = (bn)n≥0 ∈ Qpに対して, 和および積を次で定義する:

a+ b := (an + bn)n≥0, a · b := (an · bn)n≥0. (2.1)
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これらの演算は,代表元 (an)n≥0, (bn)n≥0の選び方に依らない. 実際に,コー
シー列 (an)n≥0, (bn)n≥0および (a′n)n≥0, (b

′
n)n≥0が limn→∞ |an−a′n|p = 0お

よび limn→∞ |bn − b′n|p = 0を満たすと仮定する. まず, 和を考察する.

|(an + bn)− (a′n + b′n)|p ≤ max{|an − a′n|p, |bn − b′n|p} → 0(n → ∞)

(強三角不等式)となる. よって, (an + bn)n≥0 = (a′n + b′n)n≥0となり,

和が代表元の選び方に依らない. 次に積を考察する. コーシー列の p進
ノルムが有界. つまり, ある正定数M が存在し, 任意の n ≥ 0に対し,

|an|p ≤ M , |b′n|p ≤ M . すると,

|anbn − a′nb
′
n|p = |an(bn − b′n) + (an − a′n)b

′
n|p

≤ max{|an|p|bn − b′n|p, |an − a′n|p|b′n|p}
≤ max{M |bn − b′n|p,M |an − a′n|p} → 0(n → ∞)

よって, (anbn)n≥0 = (a′nb
′
n)n≥0となり, 積も代表元の選び方に依らない.

さて, a ∈ Qに対して, (an)n≥0 = (a)n≥0(恒等的に aをとる数列)と aを同
一視することにより, Q ⊂ Qp(a ∈ Qp). なお, a = (an)n≥0 ∈ Qpに対し
て, a ̸= 0 ならば, a−1 := (a−1

n )n≥0とおけば, a · a−1 = 1.

※必要に応じて, 代表元 (an)≥0が (∀n ≥ 0)an ̸= 0を満たすように選べる.

なお, a−1の定義も代表元の選び方に依らないことを証明できる (省略).

まとめ: Qpに和, 積を (2.1)により定義すると, Qpは (可換)体である. す
なわち, 分配法則などが成り立つ. Qpにおけるノルムの性質を復習する.

以下, 断りがない限りQpの元を x, yのように書き,

「xの代表元 (an)n≥0をとる (an ∈ Q)」などのように記述する.

命題 2.1. pを素数とする. すると, 以下が成立する. ※式 (1.1)参照.

(1) 任意の x ∈ Qpに対して, |x|p ≥ 0.

(2) 任意の x ∈ Qpに対して, 「|x|p = 0 ⇔ x = 0」.

(3) 任意の x, y ∈ Qpに対して, |xy|p = |x|p|y|p. 特に, | − x|p = |x|p.
(4) 任意の x, y ∈ Qpに対して, |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p} (強三角不等式).

x, y ∈ Qpに対して, dp(x, y) := |x− y|pと定義することにより, Qpは距
離空間. このとき, QはQpの稠密部分集合. 実際に, x ∈ Qpとする. xの
代表元 (an)n≥0を考える (an ∈ Q). さて, (an)n≥0がコーシー列であるた
め, limm→∞ |x− am|p = 0を確認できる.

また, Qpは完備距離空間である. 実際に, Qpにおける任意のコーシー
列 (xm)m≥0はQpにおける収束列であることを示す. まず, QがQpにおい
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て稠密より, 各m ≥ 0に対して, am ∈ Qが存在して, |xm − am|p < p−m.

さて, (xn)n≥0がコーシー列であることにより, (an)n≥0もコーシー列であ
ることを確認できる. y = (an)n≥0 ∈ Qpとおく. すると,

|xm − y|p = |(xm − am) + (am − y)|p
≤ max{|xm − am|p, |am − y|p} → 0(m → ∞)

より, (xm)m≥0は yに収束する.

3 Qpの元の形 (p進表示)

この節の目標は, Qpの元が以下のように表せることを証明することで
ある:

∑∞
n≥−R an · pn. ただし, Rは非負整数であり, 任意の n ≥ 0に対し

て an ∈ Z, 0 ≤ an ≤ p− 1.

補題 3.1. 非負整数全体の集合 Z≥0は集合A := {x ∈ Q | |x|p ≤ 1}にお
いて稠密部分集合である.

証明. p進ノルムの定義から (∀n ∈ Z≥0)|n|p ≤ 1である. よって, Z≥0 ⊂ A.

稠密性については, 以下を示せばよい: 任意の x = a/b ∈ A(ただし, a, b

は互いに素な整数)を固定する. すると, 任意の正整数mに対して非負整
数 n(m)で |x− n(m)|p ≤ p−mとなるものが存在する.

一般性を失わない.

さて, |x|p ≤ 1より, bと pは互いに素. よって u,w ∈ Zが存在して,

ub+ wpm = 1が成立. すると, 以下が成立:

|ua− x|p =
∣∣∣ua− a

b

∣∣∣
p
=

∣∣∣a
b

∣∣∣
p
|ub− 1|p ≤ | − wpm|p ≤ p−m.

k ∈ Zが存在して, 0 ≤ ua+ kpm. さて, n(m) := ua+ kpmとおくと,

|n(m)− x|p = |(ua− x) + kpm|p ≤ max{|ua− x|p, |kpm|p} ≤ p−m.

Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}とおく. すると, Aは Zpの稠密な部分集合
である. 実際に, x ∈ Zp\{0}およびその代表元 (an)n≥0を任意に選ぶ. 式
(1.1)より, 十分大きい nに対して |an|p = |x|p ≤ 1. よって, an ∈ Aであ
る. したがって, limn→∞ |x− an|p = 0より, Aは Zpにおいて稠密.

一方, 補題 3.1より, Z≥0はAにおいて稠密. 以上により, Z≥0は Zpの稠
密な部分集合である.
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Zpの元の形を調べるために, x ∈ Zpを任意に選び固定する. Z≥0はZpの
稠密な部分集合であるため, 任意の正整数mに対して非負整数 n(m)で
|x− n(m)|p ≤ p−mとなるものが存在する.

※必要に応じて, n(m)から pmの倍数を引いたものを改めて n(m)と置き
直すことにより, 0 ≤ n(m) < pmとしても一般性を失わない.

limm→∞ |x− n(m)|p = 0より,

x = lim
m→∞

n(m) (3.1)

である. まず, 0 ≤ n(1) =: a0 < p. 次に, m ≥ 2に対してn(m)とn(m−1)

を比較:

|n(m)− n(m− 1)|p = |(n(m)− x) + (x− n(m− 1))|p
≤ max{|n(m)− x|p, |x− n(m− 1)|p} ≤ p−(m−1)

より, n(m) ≡ n(m − 1) (mod pm−1). さらに, 0 ≤ n(m − 1) < pm−1,

0 ≤ n(m) < pmより, n(m) = am−1p
m−1 + n(m− 1)(0 ≤ am−1 ≤ p− 1).

よって, (3.1)により, x =
∑∞

m=0 am · pm※ (∀m) am ∈ Z, 0 ≤ am ≤ p− 1.

一方, 任意の x ∈ Qp\Zpは |x|p = pR(Rは正整数)と書ける. 実際に
|pRx|p = p−R|x|p = 1より, pRx ∈ Zpである. よって, 以下が成立:

x = p−R(pRx) = p−R

∞∑
n=0

an · pn(∀n, 0 ≤ an ≤ p− 1)

=
∞∑

n=−R

an+R · pn.

x ∈ Qpに対して, 便宜上 x =
∑∞

n=−R an · pn(∀n, 0 ≤ an ≤ p − 1)を p進
表示と呼ぶ.

補足 3.1. x, y ∈ Qpに対して, x =
∑∞

n=−R an · pn(∀n, 0 ≤ an ≤ p − 1),

y =
∑∞

n=−R bn · pn(∀n, 0 ≤ bn ≤ p− 1)とする (Rは非負整数). x ̸= yのと
き, N = min{n ≥ −R | an ̸= bn}とする. すると, |x− y|p = p−N である.

さて, x, yの和と積の計算方法を具体的に述べる. 簡単のために, x, y ∈ Zp

の場合を考える. つまり, R = 0である. 和 x + yの”3桁”計算する場合,

(a0 + a1p+ a2p
2) + (b0 + b1p+ b2p

2)を p3で割った余りを求めればよい.

同様に積 xyの”3桁”計算する場合, (a0 + a1p+ a2p
2)(b0 + b1p+ b2p

2)を
計算して, p3で割った余りを求めればよい.

※ Zpの元を p進整数と呼ぶこともある. ZpはQpの部分環.

特に, x, y ∈ Zpならば, x+ y ∈ Zp, xy ∈ Zp.

4



4 不定方程式とp進数
定理 4.1. f(X,Y ) ∈ Z[X,Y ]とする. このとき, 以下の 2条件は同値:

条件 1 任意のn ≥ 1に対し f(x, y) ≡ 0 (mod pn)を満たす x, y ∈ Zが存在.

条件 2 f(x, y) = 0を満たす x, y ∈ Zpが存在する.

※前半のファイルで, f(x, y) = 0を満たす整数 x, yが存在する十分条件
として, f(x, y) = 0を満たす x, y ∈ Rが存在することであると述べた. 定
理 4.1の条件 2 (f(x, y) = 0を満たす x, y ∈ Zpが存在)も, 整数解が存在
するための十分条件を与えている.

以下, 定理 4.1の証明を行う.

補題 4.1. ZpはQpのコンパクト部分集合. つまり, Zpの元からなる任意
の数列 (x(n))n≥0は収束列である.

証明. x(m) (m = 0, 1, . . .)を Zpの任意の数列とする. このとき, x(m)の p

進展開を

x(m) =
∞∑
n=0

a(m)
n pm = a

(m)
0 + a

(m)
1 p+ a

(m)
2 p2 + · · ·

(∀n ≥ 0, a
(m)
n ∈ {0, 1, . . . , p − 1})とする. まず, a

(m)
0 (m ≥ 0)を考察す

る. すると, b0 ∈ {0, 1, . . . , p − 1}および非負整数からなる無限集合 S0

が存在して, 以下を満たす: 任意のm ∈ S0に対して, a
(m)
0 = b0. 特に,

|x(m) − b0|p ≤ p−1.

次に, 無限集合 S0に対して, a
(m)
1 (m ∈ S0)を考察する. すると, b1 ∈

{0, 1, . . . , p− 1}および, S0の無限部分集合 S1が存在して, 以下を満たす:

任意のm ∈ S1に対して, a
(m)
1 = b1. 特に, |x(m) − b0 − b1p|p ≤ p−2.

同様に無限集合 S1に対して, a
(m)
2 (m ∈ S1)を考察する. すると, b2 ∈

{0, 1, . . . , p− 1}および, S1の無限部分集合 S2が存在して, 以下を満たす:

任意のm ∈ S2に対して, a
(m)
2 = b2. 特に, |x(m) − b0 − b1p− b2p

2|p ≤ p−3.

以下, この操作を繰り返すことで, 無限集合の列 S0 ⊃ S1 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃
· · · および bn ∈ {0, 1, . . . , p − 1}(n ≥ 0)が存在して, 以下を満たす: 任
意のm ∈ Snに対して |x(m) − (b0 + b1p + · · · + bn)|p ≤ p−n−1. よって,

x =
∑∞

k=0 bkp
k ∈ Zpとおけば,任意のm ∈ Snに対して |x(m)−x|p ≤ p−n−1.

さて, 数列 Sn(n ≥ 0)は, 任意の n ≥ 0に対して Sn ⊃ Sn+1を満たす無
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限集合の列であるので, 以下のように狭義単調増加数列 (m(n))n≥0で, 各
n ≥ 0毎にm(n) ∈ Snを満たすものが存在する. よって, |x(m(n)) − x|p ≤
p−n−1 → 0 (n → ∞)である. したがって, x(m) (m = 0, 1, . . .)の部分列
x(m(n)) (n = 0, 1, . . .)が xに収束することが示された.

定理 4.1の証明:

以下, f(X,Y ) =
∑

(i,j)∈ΛAi,jX
iY j とおく. ただし, Λは非負整数の組か

らなる有限集合であり, 各 (i, j) ∈ Λに対してAi,j ∈ Zである.

まず, f(x, y) = 0を満たす x, y ∈ Zp が存在すると仮定する.このとき,

x =
∑

0≤m amp
m, y =

∑
0≤m bmp

m, (∀m ≥ 0, am, bm ∈ {0, 1, . . . , p − 1})
とする. n ≥ 1に対して, xn =

∑
0≤m≤n−1 amp

m, yn =
∑

0≤m≤n−1 bmp
mと

おく. すると, 強三角不等式より以下が成立する:

|f(xn, yn)|p = |f(xn, yn)− f(x, y)|p

=

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j
n −

∑
(i,j)∈Λ

Ai,jx
iyj

∣∣∣∣∣∣
p

≤ max


∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j
n −

∑
(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j

∣∣∣∣∣∣
p

,

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j −
∑

(i,j)∈Λ

Ai,jx
iyj

∣∣∣∣∣∣
p

 .

さて, |x − xn| ≤ p−nかつ |y − yn|p ≤ p−nである. よって, 再び強三角不
等式より, ∣∣∣∣∣∣

∑
(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j
n −

∑
(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j

∣∣∣∣∣∣
p

≤ p−n,

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈Λ

Ai,jx
i
ny

j −
∑

(i,j)∈Λ

Ai,jx
iyj

∣∣∣∣∣∣
p

≤ p−n

となる. 以上により, |f(xn, yn)|p ≤ p−nとなる. xn, yn ∈ Zより, f(xn, yn) ∈
Zである. 特に f(xn, yn) ≡ 0 (mod pn)が成立する.

逆に, 各 n ≥ 1に対して f(xn, yn) ≡ 0 (mod pn)を満たす整数 xn, ynが存
在すると仮定する. つまり, |f(xn, yn)|p ≤ p−nである. 補題 4.1により, 適
切な x, y ∈ Zpおよび狭義単調増加列 (n(m))m≥0を取ることにより,

|x− xn(m)| ≤ p−n(m), |y − yn(m)|p ≤ p−n(m)
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が成り立つ.

※特に,

x = lim
m→∞

xn(m), y = lim
m→∞

yn(m)

である.

|f(x, y)|p ≤ max{|f(x, y)− f(xn(m), yn(m))|p, |f(xn(m), yn(m))|p}

前半部分の証明と同様に, |f(x, y)− f(xn(m), yn(m))|p ≤ p−n(m)であること
を証明できる. さて, |f(xn(m), yn(m))|p ≤ pn(m)とあわせると, |f(x, y)|p ≤
pn(m)である. mは任意の非負整数であることに着目すると, |f(x, y)|p = 0,

すなわち f(x, y) = 0であることがわかる.
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