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Kを標数 0の体とする. K((x))をKの元を係数にもつ形式的ローラン
級数体とする. K((x))の元の線形独立性を, ロンスキアンの言葉で言い
換えることができる. この事実に関する BostanとDumasによる証明 [1]

を, 本ファイルで紹介する. さて, K((x))の元は f(x) =
∑∞

n=−R anx
n (R

は非負整数, 任意の n ≥ −R に対して, an ∈ K)の形をしている. これを,

f(x) =
∑
n≫−1

anx
n

のように略す. また, f ′(x) =
∑

n≫−1 nanx
n−1と定義する. すると, 任意

の f(x), g(x) ∈ K((x))および α, β ∈ Kに対して, 以下が成立する:

(αf(x)+βg(x))′ = αf ′(x)+βg′(x), (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x)+f(x)g′(x).

さて, ℓを正整数とし, f0, . . . , fℓ−1 ∈ K((x))とする. このとき, f0, . . . , fℓ−1

のロンスキアンWℓ = Wℓ(f0, . . . , fℓ−1)を

Wℓ(f0, . . . , fℓ−1) = det

(
1

µ!

dµ

dxµ
fν(x)

)
0≤µ,ν≤ℓ−1

で定義する.

命題 1. ℓを正整数とし, f0, . . . , fℓ−1 ∈ K((x))とする. このとき, f0, . . . , fℓ−1

がK上一次独立であるための必要十分条件は, Wℓ(f0, . . . , fℓ−1) ̸= 0とな
ることである.

証明. f0, . . . , fℓ−1がK上一次従属のとき, Wℓ(f0, . . . , fℓ−1) = 0となるこ
とは, 明らかである. 以下, f0, . . . , fℓ−1がK 上一次独立であると仮定し,
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Wℓ(f0, . . . , fℓ−1) ̸= 0であることを示す. まず, f(x) =
∑

n≫−1 anx
n ∈

K((x))に対して,

ordxf = min{n ∈ Z | an ̸= 0}

と定める. なお, ordx0 = ∞であるが, 本ファイルでは f(x) ̸= 0の場合だ
けを扱う. さて, Aは, Kの元を成分にもつ ℓ次正方行列Aで, detA ̸= 0

を満たすとする. f0, . . . , fℓ−1を並べたベクトル (f0, . . . , fℓ−1)を考える.

(g0, . . . , gℓ−1) = (f0, . . . , fℓ−1)A

とおく. すると, 任意の µ = 0, 1, . . . , ℓ− 1に対して
(g

(µ)
0 , . . . , gµℓ−1) = (f

(µ)
0 , . . . , f

(µ)
ℓ−1)A

である. 特に,Wℓ(f0, . . . , fℓ−1) ̸= 0となる必要十分条件は,Wℓ(g0, . . . , gℓ−1) ̸=
0である. よって,

ordxf0 ≤ ordxf1 ≤ · · · ≤ ordxfℓ−1

としても一般性を失わない. さらに, 必要ならば fj − cfi(c ∈ K, j > i)を
fjに取り換えるという操作を繰り返すことで,

ordxf0 < ordxf1 < · · · < ordxfℓ−1

としても一般性を失わない. さて, ordxfν = nν とおく (0 ≤ ν ≤ ℓ − 1).

さらに,

F (x) = Wℓ(x
n0 , xn1 , . . . , xnℓ−1)

とおく. ordxWℓ(f0, . . . , fℓ−1)を考えると, Wℓ(f0, . . . , fℓ−1) ̸= 0を証明す
るためには F (x) ̸= 0を示せばよい. 体Kの標数は 0であった. ロンスキ
アンの定義より, 0ではない定数 cが存在して, 以下が成立する:

F (x)

= c det

(
dµ

dxµ
xnν

)
0≤µ,ν≤ℓ−1

= cxn0+n1+···+nℓ−1−ℓ(ℓ−1)/2 · det
(
nν(nν − 1) · · · (nν − µ)

)
0≤µ,ν≤ℓ−1

上式の最後にある行列式を detBとおく. detBの 1行目は (1, 1, . . . , 1)で
ある. 行列の基本変形を考えることで, detBはVandermonde行列式

det
(
nµ
ν

)
0≤µ,ν≤ℓ−1

̸= 0

と値が一致することがわかる (n0 < n1 < · · · < nℓ−1であった).
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