
2024 年科学研究費シンポジウム 

構造化されたデータ解析とその統計・機械学習モデルの新展開 

l 科学研究費補助⾦ 基盤研究(A) 20H00576「⼤規模複雑データの理論と⽅法 論の⾰新
的展開」研究代表者：⻘嶋 誠（筑波⼤学）によるシンポジウム

l ⽇時: 2024 年 11 ⽉ 22 ⽇（⾦）―24 ⽇(⽇)
l 場所: 南⼭⼤学名古屋キャンパス G 棟 G25 教室
l 開催責任者: 塩濱敬之(南⼭⼤学)
l 内容・⽬的: 構造化されたデータ解析(Structured data analysis)とは、分析対象となる

データにある種の形状や制約が仮定されているような場合の統計解析を意味し、その
様な構造化されたデータ解析を可能とする統計・機械学習モデルの展開を広く含みま
す。識別問題やクラスター分析においては、データがクラスラベルをもつといった構造
を扱う意味において構造化されたデータ解析の⼀例です。また、幾何多様体上に値をと
るデータ解析や、そのような統計モデルの利⽤は構造化されたデータ解析の例といえ
ます。時系列解析あるいは空間統計解析は観測データに付与される時点や地点といっ
た情報をデータ構造としてモデル化します。データに⽊構造や位相構造を仮定した統
計分析(ネットワークモデルや位相データ解析)など、構造化されたデータ解析は広い
クラスの統計・機械学習モデルを含みます.  機械学習モデル・データサイエンスの発展
に伴い、複雑な構造をもったデータ解析のニーズと統計⼿法の開発・発展が期待されて
います。本シンポジウムでは、構造化されたデータ解析に関する理論・応⽤研究をはじ
め、さまざまな分野におけるデータ解析の紹介や問題意識の共有など、幅広いテーマを
募集します。シンポジウムを通したデータサイエンス研究の更なる発展を⽬的としま
す。 
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Program 

Friday, 22nd, November 
Reception 13:00-13:15 

Opening 13:15-13:20 Takayuki Shiohama 

Session 1  (English, Chair, Hiroshi Shiraishi ⽩⽯博) 
1. 13:20-14:00
佐川凜華 (早稲⽥⼤学基幹理⼯学研究科) 
Model selection criterion for periodicities in functional time series 
2. 14:00-14:40
江頭 健⽃（東京理科⼤学），⽮⽥ 和善（筑波⼤学），⻘嶋 誠（筑波⼤学） 
Bias-corrected k-means method for high-dimensional low sample size data 
3. 14:40-15:20
井本智明 (静岡県⽴⼤学) 
New construction of the cylindrical distribution 

Coffee Break 15:20-15:50 

Session 2 (English, Chair Takayuki Shiohama) 
4. 15:50-16:30
後藤佑⼀ (九州⼤学), Hiroko Kato Solvang (Institute of Marine Research), Tone Falkenhaug 
(Institute of Marine Research), Masanobu Taniguchi (Waseda University) 
ANOVATS: A subsampling-based test to detect differences among small-sample time series 
in marine 
5. 16:30-17:10
蛭川潤⼀ (新潟⼤学) 
Rank tests for randomness against time-varying MA alternative 
6. 17:10-17:50
Junho Yang (Academia Sinica), Qi-Wen Ding, Joonho Shin ( Sungshin Womenʼs University) 
Pseudo-spectra of multivariate inhomogeneous spatial point processes 
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Saturday, 23rd, November 

Session 3 (座⻑ 井本智明) 
7. 10:00-10:40
河合未夢 
確率的特異値分解の性質とその応⽤ 
8. 10:40-11:20
宮⽥庸⼀（⾼崎経済⼤学），塩濱敬之（南⼭⼤学），阿部俊弘（法政⼤学） 
ワイブル-拡張 sine-skewed フォンミーゼス分布をコンポーネントに持つ隠れマルコフモデ
ル 

Lunch 11:20-13:20 

Session 4 (座⻑ ⽮⽥和善) 
9. 13:20-14:00
阿部俊弘 (法政⼤学) 
Cauchy sine-skewed circular distributions and their simple EM algorithm 
10. 14:00-14:40
柿沢佳秀（北海道⼤学),  Xiaoqiang Zhen(曾⼩強) (Guangdong University of Education) 
計数時系列のWhittle 法 
11. 14:40-15:20
程島次郎 (名古屋商科⼤学),  ⼭分俊幸 (名古屋商科⼤学) 
How to evaluate performance based on the Foster-Hart risk measure 

Coffee Break 15:20-15:50 

Session 5 (座⻑ 松⽥眞⼀) 
12. 15:50-16:20
都⽵凜花(南⼭⼤学理⼯学研究科)，⽩⽯⾼章(南⼭⼤学)，松⽥眞⼀ (南⼭⼤学) 
多群正規分布モデルにおける平均と分散を同時推測する多重⽐較法 
13. 16:20-17:10
⽩⽯⾼章  (南⼭⼤学) 
多重⽐較の礎 ―ノンパラメトリック法からパラメトリック法へ― 

懇親会 18:00- 

4



Sunday, 24th, November 

Session 6 (座⻑ ⼩⽅浩明) 
14. 10:00-10:40
飯⽥優希(慶應義塾⼤学⼤学院理⼯学研究科)  
⽩⽯博(慶應義塾⼤学). ⼩⽅浩明(東京都⽴⼤学) 
Frechet regression による⾮ユークリッド空間上のデータ解析 
15. 10:40-11:10
吉⽥耀晟 (早稲⽥⼤学⼤学院基幹理⼯学研究科) 
⾼次元時系列の同分散検定について 
16. 11:20-12:00
穆佐⾶来 (九州⼤学⼤学院) 
⼀般線形モデルにおけるベイズ線形推定量についての研究 
17. 12:00-12:40
永井 勇 (中京⼤学) 
GMANOVA モデルの最尤推定量における新たな罰則付き推定とその最適化

Closing 
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Model selection criterion for periodicities in functional
time series

Rinka Sagawa (Waseda University)
Yan Liu (Waseda University)
Valentin Patilea (ENSAI )

The statistical inference for time series in Banach space has been developed. That
allows for new modelings in functional time series analysis. (Bosq 2000, Ramsay,
Hooker and Graves 2009). Functional time series consist of functional observations
indexed in time order. This is obtained by segmenting original data into smaller inter-
vals. One of the characteristics of functional time series is the periodicity and detecting
it helps us understand the functional features better.

In this research, let us consider the trigonometric regression model of order r0 (r0
is provisionally known) with functional time series (e.g. Hörmann et al. 2018):

Yt(u) = µ(u) +

(
r0∑
k=1

(
αk cos(tθk) + βk sin(tθk)

))
ω(u) +Xt(u), u ∈ [0, 1], (1)

where {Xt; t ∈ Z} is a zero-mean stationary time series of functions in H := L2([0, 1]),
µ and ω are unknown functions in H with ∥ω(u)∥2H = 1. For each i = 1, . . . , r0, the
parameters αi, βi (αi ̸= 0 or βi ̸= 0), θi (∈ (0, π)) are unknown.

By adopting the empirical functional principal components score for a fixed con-
stant (e.g., Aue, Norinho and Hörmann 2015) and converting the model (1) to the
vectorized model and the matrix form model, we described the estimation of these
parameters when the number of periodicities r0 is provisionally known. Theoretically,
we established the consistency of the estimated parameters under some regularity con-
ditions.

For specifying the unknown parameter r0, we proposed a BIC-type information
criterion for a trigonometric model in functional time series:

φ(r, h) = log{σ̂2
r(h)}+ (κr + h)

logN

N
, (2)

where σ̂2
r(h) is the prediction error by fitting AR(h) model to the first principal com-

ponent of the residual when estimated r periodic component are subtracted from Yt

in the vectorized model, κ := κN is some positive constant, and N is the number of
observation in functional time series. We now completed the algorithm to estimate r0
by the information criterion φ(r, h) with an upper bound H satisfying H = o(N1/4)
and the minimizer ĥr of the order of an autoregressive model.
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Algorithm 1 The algorithm of detecting the number r0 of periodicities.

Set : r = 0

Step 1 For h ≤ H, fit an h-order autoregressive model to X̂t(0) to compute σ̂2
0(h).

Step 2 Minimize φ(0, h) with respect to h to obtain φ(0, ĥ0).

Step 3 For fixed r, estimate the (r + 1)th frequency θ̂r+1 by utilizing (5).

Step 4 For h ≤ H, fit an h-order autoregressive model to X̂t(r + 1) to compute σ̂2
r+1.

Step 5 Minimize φ(r + 1, h) with respect to h to obtain φ(r + 1, ĥr+1).

If φ(r + 1, ĥr+1) < φ(r, ĥr)
Repeat Step 3 through Step 5 with r ← r + 1.

Else
Stop the recursion and obtain r̂ = r.

Output : The estimated number r̂ of periodicities

Theoretically, under some regularity conditions, we proved the consistency of the es-
timated number of periodicities obtained from Algorithm 1 by explaining the frequency
domain framework of the functional time series.

In the simulation, we confirmed that the proposed criterion is insensitive to the
choice of κ as sample size increases by checking the “stable” range of κ become larger
as the number of observation increases. The term “stable” refers to the ability to
choose the correct number of periodicities across all simulations most frequently.

In the data analysis, we reported the application of the proposed method to the
sunspot data and the temperature data to verify the practicality. Regarding the
sunspot data, 11-year cycle is estimated. Regarding the temperature data, 3-year
cycle is observed.

Regarding this talk, there were questions concerning the AIC-type information cri-
terion and its comparison, the “stable” range of the penalty term in the proposed
information criterion, the consistency of the estimated frequency parameter, the regu-
larity condition, and the real data analysis of sunspot data.
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Bias-corrected k-means method
for high-dimensional low sample size data

Kento Egashiraa, Kazuyoshi Yatab, Makoto Aoshimab

aDepartment of Information Sciences, Tokyo University of Science
bInstitute of Mathematics, University of Tsukuba

1 Introduction

Cluster analysis can be categorized into two primary types: hierarchical and partitional.
Hierarchical clustering organizes data into dendrograms based on the similarities deter-
mined using a predefined linkage function. A dendrogram enables the observation of the
process of merging or dividing of clusters. For further discussion on hierarchical cluster
analysis, refer to Everitt et al. [4] and Hastie et al. [6]. As implied by its name, partitional
clustering segments data into a pre-determined number of clusters. K-means clustering
is an example of partitional clustering. K-means clustering has been recognized as an
effective method for analyzing microarray gene expression data. Such data typically fea-
tures a high number of variables relative to the sample size, resulting in high-dimensional,
low-sample-size (HDLSS) scenarios. Recent research has extensively explored HDLSS
asymptotic clustering. Several studies have contributed to this field. Liu et al. [8] intro-
duced a two-way split statistical-significance-of-clustering (SigClust) method specifically
for HDLSS data. Ahn et al. [1] developed a hierarchical divisive clustering approach for
high-dimensional asymptotic. Huang et al. [5] enhanced SigClust by incorporating a soft
thresholding technique. Kimes et al. [7] devised a method for sequentially testing the
statistical significance of hierarchical clustering by controlling the family-wise error rate
in HDLSS contexts. Yata and Aoshima [11] demonstrated the consistency properties of
sample principal component scores and their application to clustering in high-dimensional
settings. Nakayama et al. [9] examined HDLSS clustering using kernel principal compo-
nent analysis. To ensure effective performance in HDLSS data scenarios, Sarker and Ghosh
[10] developed clustering methods based on the mean absolute differences in pairwise dis-
tances. After analyzing the behavior of hierarchical clustering under various asymptotic
conditions, Borysov et al. [2] noted that the theoretical assumptions were stringent for
HDLSS data because of multiple simultaneous asymptotic settings. Egashira et al. [3]
investigated practical assumptions to elucidate the behavior of hierarchical clustering,
achieving theoretical results in multiclass settings. Despite these advances, the asymp-
totic properties of k-means in HDLSS settings remain underexplored.

In this talk, we examined the asymptotic properties of k-means clustering under prac-
tical conditions, building on existing knowledge of these properties in HDLSS settings.
We theoretically explored these properties as both the dimension and the sample size
approach infinity. Additionally, we present modifications to the k-means algorithm and
analyze the theoretical distinctions between the modified and conventional k-means under
high dimensional settings. Especially, we mensioned kernel k-means with gaussian kernel
function and compared performance of it to conventional k-means in the HDLSS context.
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New construction of the cylindrical distribution

Imoto Tomoaki
University of Shiozuoka

Abstract

A probability distribution on the cylinder, or cylindrical distribution is a bivariate distribution
with linear and circular random variables. The applications of cylindrical distribution can be
seen in the various scientific fields; analysis of the wind speed and wind direction in environmen-
tal science, distance and direction in the area of animal movement, position and pass direction
in the ball game, blood plasma and acrophase in the area of biological rhythms, and so on.

Mardia and Sutton [8] proposed the distribution whose linear and circular marginals are
normal and von Mises distributions, respectively. An extension of Mardia and Sutton distri-
bution was considered by Kato and Shimizu [5], where the circular marginal is a generalized
von Mises distribution by Gatto and Jammalamadaka [2]. The linear marginal and circular
conditional distributions of these two distributions are unfamiliar and expressed by intractable
functions. Johnson and Wehrly [4] proposed a similar distribution to the distribution by Mardia
and Sutton [8]. Its linear and circular conditional distributions are normal and von Mises dis-
tributions, respectively. In the case where the linear variable takes on positive values, Johnson
and Wehrly [4] proposed the distribution whose conditionals are exponential and von Mises dis-
tributions and circular marginal is a wrapped Cauchy distribution. However, its linear marginal
is expressed by a less tractable function. Abe and Ley [1] extended this distribution by turning
the exponential and von Mises parts into the Weibull and sine-skewed von Mises distributions,
respectively. More extension by Imoto et. al. [3] was considered by turning the Weibull part
into a power-transformed Pareto distribution. The construction of cylindrical distribution as a
method of specifying marginals was proposed by Johnson and Wehrly [4]. its probability density
function (pdf) is constructed as

f(x, θ) = 2πg(2π{FX(x) + pFΘ(θ)})fX(x)fΘ(θ),

where p ∈ {−1, 1}, fX(·) is the linear pdf with distribution function (df) FX(·), fΘ(·) is the
circular pdf with df FΘ(·), and g(·) is the circular pdf. The summaries about these distributions
and the method are seen in Mardia and Jupp [7], Ley and Verdebout [6], and Pewsey and
Garćıa-Portugués [9].

In this paper, a new method is proposed for constructing a cylindrical distribution with a
simple expression for its pdf. To achieve this goal, the following functions are introduced. Let
fX(·) be symmetric linear pdf about 0 whose variance is 1, fΘ(·) be symmetric circular pdf
about 0, and G(·) be the df whose pdf is symmetric about 0, or G(x) = 1 − G(−x). Some
examples of G(·) includes the uniform df G(x) = 1+x

2 , x ∈ [−1, 1], the logistic df G(x) =
1

1+e−x , x ∈ R, the Cauchy df G(x) = 1
2

{
1 + 2

πArctan(x)
}
, x ∈ R, and the wrapped Cauchy

df G(x) = 1
2

[
1 + 2

πArctan{e
κ tan(x)}

]
, x ∈ [−π, π). And let w(·, ·) be a bivariate function

whose range is included in the support of the df G(·), or w(·, ·) ∈ supp{G}, and satisfies
w(x, θ) = −w(−x, θ) = −w(x,−θ) = w(−x,−θ), w(x, θ) = w(x, θ + 2kπ) for arbitrary integer
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k. For example, w(x, θ) = x sin θ and w(x, θ) = sin(2Arctanx) sin θ = 2x
1+x2 sin θ. Then, the

function

f(x, θ) = 2G

(
λw

(
x− µX

σ
, θ − µΘ

))
1

σ
fX

(
x− µX

σ

)
fΘ(θ − µΘ),

becomes a pdf of a cylindrical distribution. The parameter λ controls the relation between the
linear and circular variables, The marginal pdfs of this distribution are fX

(x−µX
σ

)
and fΘ(θ −

µΘ), so µX and σ are the location and scale parameters about a linear variable, respectively, and
µΘ is the location parameter about a circular variable. This construction is one of the methods
of specifying marginals, but needs not the dfs of the marginal distributions and additional
normalizing constant, which is an advantage of the cost of the calculation.

In this talk, the properties of the proposed construction and application to real datasets are
provided, and the special case and more flexible construction are also considered.
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ANOVATS: A subsampling-based test to detect
differences among small-sample time series in marine

study

Yuichi Goto (Kyushu University)∗1

Hiroko Kato Solvang (Institute of Marine Research)

Tone Falkenhaug (Institute of Marine Research)

Masanobu Taniguchi (Waseda University)

1. Introduction

水産資源の管理は, 水産物の安定供給や生物種の枯渇防止のため重要で, その信頼性を
高めるためには, 海洋生態系における科学的な理解を深める必要がある. 海洋生態系査
定で取り扱うデータは短い時系列データであることが多いため, 多くの観測を必要とす
る既存の手法を用いることは誤った結論を導く可能性がある. 時系列データに対する
分散分析手法はその一例である. Long-run variance （スペクトル密度関数の原点）の
逆数の推定が必要になるが, これには長期の時系列観測が必要なことが知られている.

これを踏まえ本講演では, 領域間の等平均性の検定問題を考え, サブサンプリング法
を用いた短い時系列データに対する分散分析手法を提案した. これにより, 分割型階層
的クラスタリングが実現可能になった.

2. ANOVA for small sampled Time Series data (ANOVATS)

時系列一元配置モデルは
zit = µ+ψi + eit, i = 1, . . . , a; t = 1, . . . , n

と定義される. ここで, zit := (zit1, . . . , zitp)
⊤は i領域 t番目の観測, µ = (µ1, . . . , µp)

⊤

は領域ごとに共通の平均, ψi := (ψi1, . . . , ψip)
⊤は∑a

i=1ψi = 0を満たす領域固定効果,

eit := (eit1, . . . , eitp)
⊤で et = (e⊤1t, . . . , e

⊤
at)

⊤はスペクトル行列f(λ) := (f ij(λ))i,j=1,...,a

を持つgeometrically α-mixing定常過程で全てのモーメントが存在するものとする.

領域の等平均性の仮説は
H0 : ψ1 = · · · = ψa v.s. H1 : H0が不成立

と定式化される. 検定統計量をTn = n
∑a

i=1(zi. − z..)⊤(zi. − z..) と定義する. ここで,

zi. =
∑n

t=1 zit/n, z.. =
∑a

i=1

∑n
t=1 zit/(an)である. 統計量Tnはスペクトルの推定量を

含まないが, その代償として（漸近的）distribution-freeではない. そのため, サブサン
プリング法を用いた検定を定義する. サブサンプリング統計量を

Tn,b,t =
b

1− b
n

a∑
i=1

(zi.,b,t − z..,b,t)⊤(zi.,b,t − z..,b,t)

とし, それに基づいたp値を pn =
∑n−b+1

t=1 I{Tn,b,t > Tn}/(n − b + 1)と定義する. ここ
で, zi.,b,t =

∑t+b−1
j=t zij/b, z..,b,t =

∑a
i=1

∑t+b−1
j=t zij/(ab), I{·}は指示関数.

このp値を用いて定義される検定は次の性質を満たす.

本研究は JSPS科研費 JP23K16851の助成を受けたものである.
∗1 e-mail: yuichi.goto@math.kyushu-u.ac.jp
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定理 1. サブサンプリングブロックの長さ bがn → ∞に伴い b → ∞, b/
√
n → 0を満

たすとする. このとき, pn < φを満たすときにH0を棄却する検定は漸近サイズφで漸
近検出力は1である.

さらに, φnがn → ∞に伴ってφn → 0, φn/
(
n

a
2
−1 exp

(
−n

2

))
→ ∞を満たすとする

と, pn < φnを満たすときにH0を棄却する検定は漸近サイズ0で漸近検出力は1である.

3. Post-ANOVATS Procedure

帰無仮説H0を棄却した後の解析手順を提案する.

1. 全領域に対する仮説検定 p = 1とし, Areaiをデータ {zit}t=1,...,nが観測された領
域とする. 各領域の差異がないという帰無仮説と, 領域間に差異があるという対
立仮説に対してpnを計算して,

H0が採択される（pn > 0.05）場合, 手順を終了する.

H0が棄却される（pn ≤ 0.05）場合, 次のステップに進む.

2. 領域の二分割 H0 が棄却された場合, 全領域の標本平均を昇順に並べたもの
z[1]., . . . , z[a].を考え, これに対応する領域をArea[1], . . . ,Area[a]とする. 次に, 隣接
する領域の標本平均の差 z[i+1]. − z[i].をすべての i = 1, . . . , a− 1について計算し,

差が最大となるインデックス i′を特定する:

i′ := arg max
i=1,...,a−1

(z[i+1]. − z[i].).

これにより領域を二分割する:

グループ1: Area[1], . . . ,Area[i′], グループ2: Area[i′+1], . . . ,Area[a].

3. さらなる分割 分割された各グループに対して, さらなる分割の必要性を判断す
るための仮説検定を行う:

グループ1 H0 : ψ[1] = · · · = ψ[i′] v.s. 対立仮説: H1 : H0が不成立,

グループ2 H0 : ψ[i
′ + 1] = · · · = ψ[a] v.s. 対立仮説: H1 : H0が不成立.

上の手順を各グループに対して繰り返し, 仮説が受容される, またはグループ内
の領域数が1になるまで, 検定と分割を続ける.

以上の手順に従うことで, 領域を統計的に有意なクラスターに分けることが可能と
なった. 我々の提案手法を, 北海における気候と動物性プランクトンの資源管理プログ
ラムにおいて観測されたバイオマスデータに適用した. 動物性プランクトンは食物連
鎖の下方にある重要な海洋資源で, 提案手法は北海南部の浅瀬からノルウェー海溝の深
海にまたがる多様な生態系の中におけるバイオマスの差異を統計的に示すのに有用で
ある.
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Rank Tests for Randomness Against Time-varying MA

Alternative

Junihi Hirukawa

Niigata University

ABSTRACT

In this talk, we extend the idea of the problem of testing randomness against ARMA alternative to a lass of loally

stationary proesses introdued by Dahlhaus ([1, 2℄). We use the linear serial rank statistis and apply the notion of

the ontiguity by LeCam [7℄ for the testing problem. Under the null hypothesis, the joint asymptoti normality of

the proposed rank test statistis and log-likelihood ratio is established by making use of the loal asymptoti normal

property. Then, applying LeCam's third lemma, the asymptoti normality of test statisti under the alternative is shown

automatially.

1 Introdution

The stationary proess has been widely used for many statistial problems in time series analysis. Various properties

of stationary model have been established and applied in many �elds. Although these models play an important role

in statistial analyses, the assumption of stationarity is severe in pratie. Many empirial studies showed that atual

time series data generally behave like non-stationary. Therefore, there is a natural need for a time series analysis

method without the stationary assumption. In order to develop the asymptoti theory, [1, 2℄ proposed important model

of a non-stationary proess that is referred to as loally stationary proesses. The loally stationary proesses have

time-varying spetral density funtions whose spetral strutures hanges slowly in time.

In asymptoti theory of statistial analyses, the loally asymptoti normality (LAN) (see, e.g., [7℄) is one of

the most fundamental onepts and desribes the optimal solution of virtually all asymptoti inferene and testing

problems. The LAN approah has been introdued in time series settings. For time series regression models with long

memory disturbane, [6℄ showed LAN theorem and disussed an adaptive estimation.

ARMA models are widely used to desribe time series data. Testing for ARMA model (or randomness) against

other ARMA model is ertainly a very important problem in time series analysis, beause of its impliation in the var-

ious identi�ation and validation steps of time series model-building proedures. The paper [3℄ gave the fundamental

ontribution for the lassial theory of rank-based inferene. The paper [4℄ proposed the linear serial rank statistis for

the problem of testing randomness against ARMAmodel. The paper [5℄ derived the asymptoti distribution of the log-

likelihood ratio when an alternative ARMA model is ontiguous to another null ARMA model. They also proposed

a test based on the linear serial rank statistis and derived its asymptoti normality under both null and alternative

hypotheses.

Based on the ideas of these previous studies, we onsider the problem of testing randomness against loally sta-

tionary MA (time-varying MA) alternative models. We use the linear serial rank statistis and ontiguity of LeCam's

notion for the testing problem. In the ontiguous ase, the derivations of the limiting distributions of the test statistis

are automati by virtue of LeCam's third lemma. Then, our main purpose is establishing the asymptoti normality

of the linear serial rank statistis under both randomness (null hypothesis) and time-varying MA models (alternative

hypothesis).

1
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2 Main results
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From LeCam's third lemma, we immediately obtain the following result.

Corollary 1.
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Pseudo-spectra of multivariate inhomogeneous spatial point

processes

Qi-Wen Ding 1, Joonho Shin 2, and Junho Yang 1
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Abstract

In this presentation, we propose a new spectral method for multivariate inhomogeneous

spatial point processes. A key idea is utilizing the asymptotic behavior of the periodogram.

The periodogram is an asymptotically unbiased estimator of the spectrum of a second-order

stationary point process. By extending this property to the inhomogeneous case, we show that

the expectation of the periodogram converges to a matrix-valued function that is Hermitian and

positive definite. We call this function the pseudo-spectrum of a multivariate inhomogeneous

point process. We show that the pseudo-spectrum can be interpreted in terms of the integration

of the local spectrum. We derive a consistent estimator of the pseudo-periodogram through

kernel smoothing and propose bandwidth selection methods. In simulations, we show that our

estimator has satisfactory finite sample properties.

Keywords and phrases: BCI data, cross validation, local spectrum, local complete covariance

1 Main ideas

Let m ∈ N and let X = (X1, . . . , Xm) be an m-variate simple spatial point processes defined on

Rd. For i ∈ {1, . . . ,m}, Ni(·) denotes the counting measure induced by Xi. Then, the first-order

intensity function of Xi, denoted as λ
(i)
1 : Rd → R, satisfies E[Ni(A)] =

∫
A λ

(i)
1 (x)dx, A ∈ B(Rd),

B(Rd) denotes the Borel set of Rd. Next, the second-order marginal (when i = j) and cross (when

i ̸= j) covariance intensity function of Xi and Xj , denoted as γ
(i,j)
2 : R2d → R, satisfy

cov(Ni(A), Nj(B)) =

∫
A×B

γ
(i,j)
2 (x,y)dxdy, i, j ∈ {1, . . . ,m}, (1.1)

for any disjoint A,B ∈ B(Rd).

Next, we consider the discrete Fourier transform (DFT) of the observed point pattern. Let

Dn ⊂ Rd (n ∈ N) be a sequence of common observational windows of X1, . . . , Xm with the following

form:

Dn = [−A1/2, A1/2]× . . . [−Ad/2, Ad/2], n ∈ N. (1.2)
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Here, for i ∈ {1, . . . , d}, {Ai = Ai(n)}∞n=1 is an increasing sequence of positive numbers. Let h(x),

x ∈ Rd, be a non-negative data taper with a support [−1/2, 1/2]d. We define

H
(n)
h,k (ω) =

∫
Dn

h(x/A)k exp(−ix⊤ω)dx, k ∈ N, ω ∈ Rd, (1.3)

where h(x/A) = h(x1/A1, . . . , xd/Ad) and Hh,k = |Dn|H(n)
h,k (0) =

∫
[−1/2,1/2]d h(x)

kdx. Using these

notion, the DFT of jth point process with data taper h is defined as

J (j)
h,n(ω) = (2π)−d/2H

−1/2
h,2 |Dn|−1/2

∑
x∈Xj∩Dn

h(x/A) exp(−ix⊤ω), ω ∈ Rd. (1.4)

For ease of presentation, we will use the common taper function h over j. Let J h,n(ω) =

(J (1)
h,n(ω), . . . ,J (m)

h,n (ω))⊤, ω ∈ Rd, be the vectorization of the DFT. Then, the periodogram, a

raw estimator of the spectrum, is defined as

Ih,n(ω) = Jh,n(ω)Jh,n(ω)∗, ω ∈ Rd, (1.5)

where

Jh,n(·) = (J
(1)
h,n(·), . . . , J

(m)
h,n (·))⊤ = J h,n(·)− E[J h,n(·)] (1.6)

is the centered DFT.

Next, we define the second-order intensity reweighted stationary process (SOIRS; Baddeley

et al. [2000]).

Definition 1.1. X is called the second-order intensity reweighted stationary (SOIRS) process if

there exists L2(x) = (ℓ
(i,j)
2 (x)) : Rd → Rm×m such that γ

(i,j)
2 (x,y)/(λ

(i)
1 (x)λ

(j)
1 (y)) = ℓ

(i,j)
2 (x− y),

x,y ∈ Rd.

In the presentation, we will show the following three things:

(a) We prove the sampling properties of the periodogram (1.5) under the second-order intensity

reweighted stationary case.

(b) We show the sampling properties of the kernel smoothed version of (1.5).

(c) We develop a graphical representation for inhomogeneous spatial point processes.
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確率的特異値分解の性質とその応用

河合未夢

従来からデータの意味を分析する潜在意味解析に関する研究は盛んに行われている. 当初は特異値

分解による行列分解モデルによって定式化され, 分解した行列のベクトルを調べることで元のデータ

の成り立ちを解釈してきた. 特異値分解のように一意性が高く計算コストが小さいモデルは, 現実の問

題を対処する際, 実用性として重要である. そこで本研究は特異値分解を確率的行列分解モデルへ拡張

した確率的特異値分解について考える. 提案するモデルは特異値分解を基に, 確率的解釈をするものと

なっている.

確率的特異値分解の準備として特異値分解についてまとめる. 複素数の集合と零以上の実数の集合

を, それぞれ Cと R≥0 と表記する. フルランクの複素行列 R = (rmn)のサイズをM ×N (M ≤ N),

ランクをK = M とする. 行列 Rの特異値分解は以下になる.

R = ΘΣΦ†, (1)

ここで, Θ ∈ CM×K と Φ ∈ CN×K は複素数を含む直交行列, Σ = diag(σ1, . . . , σK) ∈ RK×K
≥0 は特異

値 σ1, . . . , σK を成分に持つ対角行列である. また, 表記 †はベクトルおよび行列の複素共役の転置を
示す.

行列 Rのスペクトル分解によりより, 以下の関係式が導かれる.

RR†θk = σ2
kθk, (2)

R†Rϕk = σ2
kϕk, (3)

ここで, RR† と R†Rはエルミート行列, θk と ϕk は固有ベクトル, σ2
k は固有値である. したがって,

式 (2)と (3)は固有値方程式となっている. 表記 z∗を複素数 zの複素共役とすると, その絶対値 |z|の
二乗は |z|2 = zz∗ となる. ベクトル θk と ϕk は正規化されているため, その絶対値の二乗の総和は 1

となる.
M∑

m=1

|θmk|2 = 1,
N∑

n=1

|ϕnk|2 = 1.

以上の関係から, ベクトル θk と ϕk の成分の絶対値の二乗は, 確率分布および確率ベクトルと見做せ

る. この特異値分解の性質を基にして, 確率的特異値分解を定式化する.

確率的特異値分解を導出する. まず, ベクトルの正規化の類推で行列の正規化を考えるが, ここでの

正規化は一般的な正規行列に関するものとは異なることに注意する. 行列の Frobeniusノルムを ∥ · ∥F
と表記する. 行列 Rおよび特異値の対角行列 Σ の Frobeniusノルムは以下のように計算する.

∥R∥F =

√√√√ M∑
m=1

N∑
n=1

|rmn|2 =

√√√√ K∑
k=1

σ2
k = ∥Σ∥F .

行列 Rの正規化行列を S = (snm) ∈ CM×N , 対角行列 Σ の正規化行列を Λ ∈ RK×K
≥0 とする. ただし,

正規化行列 Λの対角成分は λ1, . . . , λK である. 正規化行列 S と Λを Frobeniusノルムを用いて以下

のように定義する.

S =
1

∥R∥F
R, Λ =

1

∥Σ∥F
Σ .

式 (1)より, 正規化特異値行列を以下のように定義する.

S = ΘΛΦ†.
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正規化行列 S について, その成分の二乗の総和は 1となる.

M∑
m=1

N∑
n=1

|smn|2 = |s11|2 + · · ·+ |sMN |2 = 1. (4)

式 (4)について, ベクトル (s11, . . . , sMN )と
(
|s11|2, . . . , |sMN |2

)
は, それぞれ (MN − 1)-次元単位円

と (MN − 1)-次元単体上における点となっている.

行列のスペクトル分解の類推で, 成分におけるスペクトル分解を考える. 成分 smn の k番目のスペ

クトルを以下のように定義する.

smn(k) := λkθmkϕnk.

すると成分 smn に関するスペクトル分解は以下のように計算できる.

smn =
K∑

k=1

smn(k) = smn(1) + · · ·+ smn(K).

準備として, Kroneckerデルタ δkl を以下のように定義する.

δkl =

{
1 if l = k,

0 otherwise.

成分の絶対値の二乗 |smn|2 について, 成分のスペクトル分解を利用して式展開する.

|smn|2 =

(
K∑

k=1

smn(k)

)(
K∑
l=1

s∗mn(l)

)

=
K∑

k=1

|smn(k)|2 +
K∑

k,l=1

(1− δkl)smn(k)s
∗
mn(l)

=

K∑
k=1

|smn(k)|2 + εmn(k)

=
K∑

k=1

λ2
k|θmk|2|ϕnk|2 + εmn(k). (5)

ここで, εmn(k)は εmn(k) =
∑K

l=1(1− δkl)smn(k)s
∗
mn(l)である.

正規化特異値分解における分解した行列の成分の絶対値の二乗 |smn|2, λ2
k, |θmk|2, |ϕnk|2について,

それぞれは確率で表記できる.

p(m,n) = |smn|2, p(k) = λ2
k,

p(m | k) = |θmk|2, p(n | k) = |ϕnk|2.

したがって, 式 (5)は確率表記を用いて以下のように計算でき, これが確率的特異値分解の定式化と

なる.

p(m,n) =
K∑

k=1

p(m | k)p(n | k)p(k) + εmn(k). (6)

式 (6)について, 因子
∑K

k=1 p(m | k)p(n | k)p(k)は PLSAを表している. PLSAは LDAの前身的

なモデルであり, 潜在変数クラスに属している. 混合比 p(k)は寄与率とも呼ばれ, 潜在次元 kのモデル

に対する影響度を説明できる. 一方で, 因子 εmn(k)は負の値をとることができ, 式 (6)は負の値を許

容した確率モデルである.

確率的特異値分解を確率的行列分解モデルで表現するため, 式 (6)を行列で表現する. 任意のベクト

ル aおよび行列Aの成分の絶対値の二乗の表記を, アダマール積の演算子 ◦を用いて a◦2, A◦2と表記

する. 行列表記における確率的特異値分解は, 以下のように定式化できる.

S◦2 = Θ◦2Λ2Φ◦2† + E . (7)

ここで, εmn = ΣK
k=1εmn(k)とし, 行列 E は E = (εmn) ∈ RM×N である. 行列 E を誤差項と見做す

と, 式 (7)は確率的行列分解に誤差項を加えたモデルとなる.
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シンポジウム報告書（タイトル:ワイブル-拡張
sine-skewed フォンミーゼス分布をコンポーネントに持つ

隠れマルコフモデル)

宮田　庸一 * 塩濱　敬之 � 阿部　俊弘 �

1 はじめに
Θは −π 以上 π 未満の値を取る角度変数とし, X は非負値もしくは実数値をとる確率変数とす
る. 組 (Θ, X)の確率分布は, シリンダー上の統計モデルと呼ばれている. このため, シリンダー値
を取るデータとは, [−π, π) × R+ もしくは [−π, π) × R上の値をとるデータのことを指している.

実際, このようなデータは環境学, 生物学, スポーツなど様々な分野で見ることができ, 様々な研
究者により解析がなされている. 風向と二酸化硫黄 SO2 の集中度に関しては, Garćıa-Portugués

et al. (2014)により研究されている. またアドリア海の海流の方向とスピードに対しては, Lagona

et al. (2015) により, Abe and Ley (2017) により提案されたシリンダー上の統計モデルをコン
ポーネントに持つ隠れマルコフモデルを通じて, 解析がなされている. シリンダー上の統計モ
デルとして, いくつかの提案がなされている. Johnson and Wehrly (1978) では, 確率変数の組
(Θ, X) ∈ [−π, π)× R+ の確率密度関数として, 以下のものを提案している.

fJW1(θ, x) =
(λ2 − κ2)1/2

2π
exp (−λx+ κx cos(θ − µ)) ,

ただし λ > 0, 0 ≤ κ < λとする. 彼らは, その一方で, 以下のような確率密度関数も提案している:

fJW2(θ, x) = C
e−κ2/(4σ2)

√
2πσ2

exp

{
− (x− µ)2

2σ2
+

κx

σ2
cos(θ − µ)

}
,

ただし σ > 0, κ ≥ 0, C−1 = 2π

{
I0

(
κµ′

σ2

)
I0

(
κ2

4σ2

)
+ 2

∞∑
i=1

Ii

(
κ2

4σ2

)
I2i

(
κµ′

σ2

)}
, Iα(z) は

α次の第 1種変形ベッセル関数とする. 上記の式からわかるように, 1番目のシリンダー上の分布
は, パラメーター空間に制約が入っており, 2番目のシリンダー上の分布は, 正規化定数が特殊関数

* 高崎経済大学　経済学部
� 南山大学 理工学部 ·データサイエンス学科
� 法政大学 経済学部
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の無限和で表されるため, 最尤推定量など求めるために確率密度関数を通じた評価が必要な場合に
は, やや取り扱いのしにくい形になっていることがわかる. 一方で Abe and Ley (2017)は, 非常に
シンプルな正規化定数を持つ (X,Θ)の確率密度関数を提案した:

fAL(θ, x) =
αβα

2π cosh(κ)
(1 + λ sin(θ − µ))xα−1 exp {−(βx)α (1− tanh(κ) cos(θ − µ))} , (1)

ただし x ≥ 0, cosh(κ) = {exp(κ)+exp(−κ)}/2, and tanh(κ) = {exp(κ)− exp(−κ)}/{exp(κ)+
exp(−κ)}とする. またパラメーターの空間は α > 0, β > 0, κ > 0, −π ≤ µ < π, −1 ≤ λ ≤ 1と
なっており, 複雑な制約が入っていない.

(1) の密度関数においては, Θ の周辺分布が λ を歪みパラメータに持つ正弦関数摂動巻き込み
コーシー分布 (Abe and Pewsey, 2011)になっているため, 単峰非対称なデータにも対応できる形
になっている. しかしながら, 実際には, 正弦関数摂動巻き込みコーシー分布ではとらえきれない強
い歪みを持つシリンダー上のデータが存在し, そのときの歪みパラメータに対する最尤推定量は,

パラメーター空間の境界上の値を取ることが知られている.

2 主な報告内容
この問題に対処するために, シンポジウムではMiyata et al. (2024)により提案された以下の形
の (Θ, X)の結合密度関数を提案した:

f
(q)
WeiESSvM (θ, x) =

αβα

π cosh(κ)
Gq(λ sin(θ − µ))xα−1 exp {−(βx)α (1− tanh(κ) cos(θ − µ))} ,

(2)

ただし x ≥ 0, α > 0, β > 0, κ > 0, −π ≤ µ < π, −1 ≤ λ ≤ 1とし, H = {(µ, κ, λ, α, β)| − π ≤
µ < π, κ > 0,−1 ≤ λ ≤ 1, α > 0, and β > 0} をパラメーター空間とする. また

gq(x) =
Γ(2(q + 1))

22q+1Γ(q + 1)2
(1− x2)q (−1 ≤ x ≤ 1),

とおき, Gq(x) =

∫ x

−1

gq(t)dtをその分布関数とする. ここでは, この分布をワイブル-拡張正弦関数
摂動フォンミーゼス (Extended Sine-Skewed von Mises (WeiESSvM))分布と呼ぶ. ここで q ≥ 0

は事前に決めておくべき超パラメーターとし, ここではオーダーと呼ぶ. この分布の Θ および X

の周辺分布, Θを与えたときの X の条件付き分布, X を与えたときの Θの条件付き分布は陽に表
すことができる. さらに, Θ側の観測データの分布が比較的強い歪みを示すときにも, オーダーを
適切に選ぶことにより, よいデータフィッティングを与えることができる. この良さを示すために,

京都大学防災研究所潮岬風力実験所で計測された標本サイズ T = 426 の風向, 風速データに対し
て, この分布をコンポーネントに持つ隠れマルコフモデルを最尤法によりフィットさせた. さらに
最大対数尤度および赤池情報量規準で比較した結果から, 従来の Lagona et al. (2015)のモデルよ
りも良好なデータフィッティングを持つことを報告した.
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Cauchy sine-skewed circular distributions
and their simple EM algorithm

Toshihiro Abe∗

Faculty of Economics, Hosei University
and

Tomoaki Imoto†

School of Management and Information, University of Shizuoka

Modeling skewness in circular data is crucial for accurately representing phenomena in
various scientific fields. Sine-skewed circular distributions, as a type of perturbed skew-
symmetric distribution [1], have been recognized for their ability to model skewness in
circular data. These distributions are characterized by a probability density function of
the form:

f(θ) = (1 + λ sin θ)f0(θ), −π ≤ θ < π, (1)

where the base density function f0(θ) represents a symmetric circular probability density
function centered at θ = 0, and the parameter λ ∈ [−1, 1] controls the skewness of the
distributions. Recent extensions [6, 4] have explored additional flexibility, though these
models still face certain limitations, such as restrictions on parameter ranges and the in-
ability to cover half-circular distributions. Additionally, the absence of explicit solutions
for parameter estimation in skewed circular models complicates their application.

Parameter estimation for circular distributions is often complex, with the solution to the
likelihood equation seldom available in a simple form, except for the von Mises distribution.
While the maximum likelihood estimate of the von Mises distribution is straightforward,
other circular distributions typically require numerical calculation algorithms. For instance,
the algorithm for maximum likelihood estimation of the wrapped Cauchy distribution is
provided in [5], but there has been limited research on estimation algorithms for other
circular distributions.

In this study, we have derived a stochastic representation of skewed circular distribu-
tions using symmetric circular ones which works not only contributes to the theoretical
foundation of circular statistics but also offers practical methods for parameter estima-
tion and model fitting. From the representation, the models are constructed similarly to
sine-skewed circular distributions, allowing for simple random number generation. Further-
more, we proposed the Cauchy sine-skewed circular distributions with a skew parameter
that takes whole real values. Specifically, we considered the Cauchy sine-skewed von Mises

∗Toshihiro Abe was supported in part by JSPS KAKENHI Grant Number 19KK0287 and 19K11869.
†Tomoaki Imoto was supported in part by JSPS KAKENHI Grant Number 24K06849.
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and Cauchy sine-skewed wrapped Cauchy distributions. We also derived explicit repre-
sentations of the EM algorithm for parameter estimation and accelerated the estimation
process using the vector epsilon algorithm by making use of those simple expressions.

One challenge encountered was the slow convergence of the skew parameter λ̂, partic-
ularly in highly skewed data sets like the Periwinkle data. This slow convergence persists
even at very high accuracy levels, suggesting that the EM algorithm’s performance may
be suboptimal in such scenarios. To address this, we propose exploring reparameterization
strategies, such as transforming λ to sinh(λ), which may stabilize the estimation process.

Future research could explore extending the Cauchy sine-skewed models to cylindrical
distributions, where the angular component follows the proposed models. Additionally,
exploring alternative perturbations, such as the t-distribution, could yield new models
with different properties, expanding the toolkit available for circular data analysis. Another
promising direction involves extending the model proposed by [3] and [2] to multivariate
settings, where the interaction between multiple angular components could be modeled
using our Cauchy sine-skewed framework. Such extensions could provide valuable insights
in fields ranging from directional statistics to environmental modeling.

In conclusion, the developments presented in this study not only enhance our under-
standing of skewed circular distributions but also offer practical tools for their application.
These contributions lay the groundwork for further advancements in directional data anal-
ysis, with wide-ranging implications across various scientific disciplines.
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計数時系列のWhittle法

柿沢佳秀 (北大経済)，曾小強 (Guangdong University of Education)

１．はじめに 1980年代後半から 90年代初期に計数時系列モデリングがはじまり，2000年代の
後半にリバイバルされて，その統計的推測理論も進展した (レビューとして，Weiß(2008，2018)，
白石 (2022)などを参照されたい)．Al-Osh and Alzaid(1987)が，Steutel and van Harn(1979)
による二項間引き (binomial thinning)に基づき１次の (非負)整数値自己回帰 (INAR(1))過程
Yt = α ◦ Yt−1 + εt を導入し，その強定常性及びエルゴード性も Du and Li(1991)で示された．
Du and Li(1991)は，さらに，p次の (非負)整数値自己回帰 (INAR(p))過程

Yt =
p∑

k=1

αk ◦ Yt−k + εt , t = 0,±1, . . .

を導入し，その強定常性及びエルゴード性も示した．以下，この条件を仮定した:

(A): α = (α1, . . . , αp)� ∈ [0, 1)p は 1�p α < 1を満たす．ここに，1p = (1, . . . , 1)� ∈ Rp．

慣例により，(非負)整数値 innovation過程 {εt}の平均，分散をそれぞれ με, σ
2
ε と記す．また，

θ = (με, σ
2
ε ,α

�)�，θ′ = (με,α
�)�とおく．平均が μY = με/(1− 1�p α)となり，Du and Liの

定義の場合,通常な p次の (実数値)自己回帰 (AR(p))過程と同じ相関構造を持つ．すなわち，
ラグ hの自己共分散関数 γY (h) = Eθ[(Yt−μY )(Yt+h −μY )]についてユール・ウォーカー (YW)
方程式

γY (h) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

p∑
k=1

γY (k)αk + νp , h = 0 ,

p∑
k=1

γY (|h − k|)αk , h = 1, 2, . . . ,

が成立する．ここに，νp = μY
∑p

k=1 αk(1 − αk) + σ2
ε とする．従って，μY と γY (h) を標本

平均 Y = n−1 ∑n
t=1 Yt とラグ hの標本自己共分散 γ̂Y (h) = n−1 ∑n

t=1+h(Yt−h − Y )(Yt − Y )，
0 ≤ h < nで置き換えて，YW推定量 θ̂Y W = (μ̂ε;Y W , σ̂2

ε;Y W , α̂�
Y W )�が得られる;

μ̂ε;Y W = Y (1 − 1�p α̂Y W ) , σ̂2
ε;Y W = γ̂Y (0) −

p∑
k=1

γ̂Y (k)α̂k,Y W − Y
p∑

k=1

α̂k,Y W (1 − α̂k,Y W ) .

また，Eθ[Yt|Yt−1, . . . , Yt−p] =
∑p

k=1 αkYt−k+μεが成立し，条件付き最小二乗 (CLS)法 (Klimko
and Nelson(1978))で，CLS推定量 θ̂′

CLS = (μ̂ε;CLS, α̂�
CLS)� が得られる．Du and Li(1991)，

Latour(1998)，Silva and Silva(2006) などを参照されたい．なお，2段階最小二乗 (2CLS)法
(Karlsen and Tjøstheim(1988))により，σ2

ε を推定する．
他方，INAR(p)過程のスペクトル密度は

fY (ω) =
νp

2π|1 − ∑p
k=1 αkeiωk|2 , ω ∈ (−π, π]

となる (Latour(1998)を参照)．Silva and Oliveira(2004)はポアソン innovationに対し INAR(1)
過程のWhittle尤度最大化の数値実験 (Zhang and Wang(2015)はランダム係数 INAR(1)過程
で考察)を与えたが，彼らは漸近論なしであったから，本報告ではWhittle推定量の強一致性
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を証明し，さらに YW推定量と CLS/2CLS推定量との漸近同等性を示すことで理論的根拠を
与えた．

注意．(i) 本報告では innovation 過程 {εt} に対して (高次) モーメントの存在のみを仮定し，
特定の母数的な分布形を仮定しないので，最尤法を適用できない．この意味から，一般的な
innovationの下での INAR(p)過程の推測はセミパラメトリックな扱いとなり，YW/CLS推定，
及び，Whittle推定はこのカテゴリーに入る．

(ii) この枠組みでの漸近有効推定量については，Drost et al.(2009)を参照されたい．

２．INAR(p)過程におけるWhittle推定量 ここでは，(demeanをしない)ピリオドグラム

I•Y (ω) =
1

2πn

∣∣∣ n∑
t=1

(Yt − μY )e−itω
∣∣∣2

=
1
2π

[
γ̂•

Y (0) +
n−1∑
h=1

γ̂•
Y (h)(e−ihω + eihω)

]

を用いた．ここに，γ̂•
Y (h) = n−1 ∑n

t=1+h(Yt−h − μY )(Yt − μY )，0 ≤ h < nとする．一般的な
innovation の下で INAR(p)過程の母数 θ の同時推測をするため，以下で定義される Whittle
尤度最大化を考えた:

L•
W = − 1

4π

∫ π

−π

[
log fY (ω) +

I•Y (ω)
fY (ω)

]
dω

= −1
2

[
log

νp

2π
+

1
νp

p∑
i,j=0

αiαj γ̂
•
Y (|i − j|)

]
(便宜上，α0 = −1と約束)

≤ −1
2

[
log

JY

2π
+ 1

]
(ここに，JY =

∑p
i,j=0 αiαj γ̂

•
Y (|i − j|)とする)．

なお，この等号は σ2
ε = JY −μY

∑p
k=1 αk(1−αk) = ςY (say)に限る．すなわち，θ̂′

W は JY の
最小化で定義されて，σ̂2

ε;W = ςY (θ̂′
W )．

以下，真値を θ0 = (με,0, σ
2
ε,0,α

�
0 )�と記し，θ′

0 = (με,0,α
�
0 )�．

主結果 [Zeng(2024; INAR(1)過程)を INAR(p)過程へ僅かに拡張; Zeng and Kakizawa(2024?)]．
θ′ = (με,α

�)� のコンパクトな母数空間 Θ′ = Iμε × A(δ) を考える．なお，0 < δ < 1，
Iμε = [με,L, με,U ] (0 < με,L < με,U < ∞)，A(δ) = {α ∈ Iα1 × · · · × Iαp | 1�p α ≤ 1 − δ}，及び，
j = 1, . . . , pに対して Iαj = [αj,L, αj,U ] (0 < αj,L < αj,U < 1)とする．

• 1．Pθ0 の下で，supθ′∈Θ′ |JY (θ′) − q(θ′)| a.s.−→ 0．ここに，

q(θ′) =
p∑

i,j=0

αiαjγY (|i − j|;θ0) + (1 − 1�p α)2{μY (θ′) − μY (θ′
0)}2 .

2．任意の θ′ ∈ Θ′に対し q(θ′) ≥ q(θ′
0)が成立する (等号は θ′ = θ′

0 に限る)．

3．θ̂′
W

a.s.−→ θ′
0，σ̂2

ε;W
a.s.−→ q(θ′

0) − μY (θ′
0)

∑p
k=1 αk,0(1 − αk,0) = σ2

ε,0．

• さらに，θ′
0 = (με,0,α

�
0 )� が Θ′の内点であるならば，α̂W = α̂Y W + Op(n−2)．そして，

(μ̂ε;W , σ̂2
ε;W )� = (μ̂ε;Y W , σ̂2

ε;Y W )� + Op(n−1)．

なお，驚きでないが，『YW』『CLS/2CLS』『W』は漸近的に同じ正規分布となる．

３．おわりに　 (i) ベクトル INAR(p)過程への拡張について補足した．さらに，(ii)符号付き
(一般化)間引きによる整数値時系列の既存研究の現状を，手短にレビューした．
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How to evaluate performance based on the
Foster-Hart risk measure

Jiro Hodoshima∗
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Abstract

We compare two classes of performance measures based on the Foster-Hart risk

measure and extended Foster-Hart risk measure. One class of performance mea-

sures is the reciprocal of the Foster-Hart risk measure and extended Foster-Hart

risk measure. Another class is the performance measure modifying the Sharpe ra-

tio with standard deviation replaced by the Foster-Hart risk measure and extended

Foster-Hart risk measure. We also compare these two classes of performance mea-

sures with the traditional performance measures of the Sharpe ratio and Sortino

ratio. We present simulation comparisons of the two classes of performance mea-

sures, Sharpe ratio, and Sortino ratio as well as empirical examples using stock

data. We show the former class is superior to the latter class as the performance

measure retaining the intrinsic nature of the Foster-Hart and extended Foster-Hart

risk measures, which are extremely sensitive to the disaster risk but insensitive to

gains.
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多群正規分布モデルにおける
平均と分散を同時推測する多重比較法

南山大学大学院理工学研究科　都竹凜花
南山大学理工学部　白石高章
南山大学理工学部　松田眞一

1 はじめに

本研究の対象である多重比較法は，どの群とどの群の間に違いがあるのかを検出できる手法である．基

本的なテューキー・クレーマー (Tukey (1953), Kramer (1956)) の方法やダネット (Dunnett (1955)) の方

法，シェフェ(Scheffé (1953)) の方法などに加えて，様々な状況設定に対応した多重比較法が考案されてい

る．また，正規分布を仮定した多群モデルにおける多重比較法の文献で述べられている方法は，平均または

分散どちらかに関するものである．そこで，本研究では平均と分散を同時に考えた，多群正規分布モデルに

おける平均と分散を同時推測する多重比較法について考察する．この場合，平均を推測する統計量と分散

を推測する統計量は独立でないため小標本の理論はボンフェロー二の不等式を使った検出力の弱い方法し

か提案できない．本発表では，漸近理論によって検出力の高い手法を提案した．また，適用事例の紹介を当

日行なった．

2 内容

ある要因Aがあり，k 個の水準A1, · · · , Ak を考える．水準Ai における標本の観測値 (Xi1, Xi2, · · · , Xini)

を第 i群とよび，Xij は正規分布N(µi, σ
2
i ) に従うとする．さらにすべてのXij は互いに独立であると仮定

する．総群サイズを n ≡ n1 + · · ·+ nk とおく．平均 µiと分散 σ2
i の一様最小分散不偏推定量を，それぞれ，

X̄i., σ̃2
i とする．

k個の水準の母平均と母分散のすべての比較を考える．1 ≤ i < i′ ≤ kとなる (i, i′)に対して，1つの比

較のための検定は，

帰無仮説 H(i,i′) : µi = µi′ かつ σ2
i = σ2

i′ vs. 対立仮説 HA
(i,i′) : µi ̸= µi′ または σ2

i ̸= σ2
i′

であった．Uk を Uk ≡ {(i, i′) | 1 ≤ i < i′ ≤ k} で定義した．

(i, i′) ∈ Uk と θ ≡ (µ1, · · · , µk, σ
2
1 , · · · , σ2

k)に対して，Uii′(θ), Vii′(θ)を

Uii′(θ) ≡
X̄i. − X̄i′. − (µi − µi′)√

σ̃2
i

ni
+

σ̃2
i′

ni′

, Vii′(θ) ≡
log σ̃2

i − log σ̃2
i′ − (log σ2

i − log σ2
i′)√

2
ni

+ 2
ni′

とおき，A(t|k) ≡ k

∫ ∞

−∞

{
Φ(x)− Φ

(
x−
√
2 · t

)}k−1

dΦ(x) とした．ただし，Φ(x)は標準正規分布の分布

関数とする．このとき，次の補題 1を得た．　
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補題 1 　条件： lim
n→∞

ni

n
= λi > 0 (i = 1, · · · , k) の下で，t1 > 0, t2 > 0に対して，

A(t1|k)A(t2|k) ≤ lim
n→∞

P

(
max

1≤i<i′≤k
|Uii′(θ)| ≤ t1, max

1≤i<i′≤k
|Vii′(θ)| ≤ t2

)
が成り立つ． 2

A(t|k)に対して，

A(t|k) = 1− α を満たす tの解を a(k;α)

とした．

0 < α < 1に対して，α∗を α∗ ≡ 1−
√
1− α で定義した．このとき，補題 1より，次の同時信頼区間を

得た．

[1] 信頼係数 1− αの漸近的な同時信頼区間

{µi − µi′ , log σ
2
i − log σ2

i′ | (i, i′) ∈ Uk}の信頼係数 1− αの漸近的な同時信頼区間は，

X̄i. − X̄i′. − a(k;α∗)

√
σ̃2
i

ni
+

σ̃2
i′

ni′
≤ µi − µi′ ≤ X̄i. − X̄i′. + a(k;α∗)

√
σ̃2
i

ni
+

σ̃2
i′

ni′
,

log σ̃2
i − log σ̃2

i′ − a(k;α∗)

√
2

ni
+

2

ni′
≤ log σ2

i − log σ2
i′ ≤ log σ̃2

i − log σ̃2
i′ + a(k;α∗)

√
2

ni
+

2

ni′

((i, i′) ∈ Uk) によって与えられた． 2

[1]を基にして，
{
帰無仮説H(i,i′) vs. 対立仮説 HA

(i,i′)

∣∣ (i, i′) ∈ Uk} に対する水準 αの漸近的なシング

ルステップ多重比較検定とマルチステップ多重比較検定を得た．

すべての平均と分散に関する多重比較法として，{µi , log σ2
i | 1 ≤ i ≤ k}の信頼係数 1 − αの漸近的な

同時信頼区間を得た．さらに，この同時信頼区間を基に，シングルステップの多重比較検定を導き，このシ

ングルステップの多重比較検定を優越する逐次棄却型検定法を論じた．

参考文献
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計的推測法』 南山大学理工学部卒業論文．

(2) Dunnett, C. W. (1955). A multiple comparison procedure for comparing several treatments with a
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replications. Biometrics, 8. 75-86.
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多重比較の礎
ノンパラメトリック法からパラメトリック法へ

南山大学理工学部　白石高章

小標本でも分布に依存しない統計量の漸近理論 (大標本理論)による近似的な手法をデータ解析に適

用する場合，その近似の良さ (収束の速さ)は，分布に依存しない特長を持っている．更に小標本でも分

布に依存しない順位に基づくノンパラメトリック統計量は，漸近理論の収束も速く外れ値と分布の崩れ

に対する頑健性を持っている．Hájek and Šidák (1967)は，スコア関数を導入し，ウィルコクソンの順

位検定を一般化した順位検定の理論を構築し専門書としてまとめている．その書籍に書かれている漸近

理論は Chernoff and Savage (1958) とは異なる数学のエレガントな技法によって記述されており，名著

となっている．本発表では，先ず，多重比較法の基礎として，次の多群連続モデルを考えた．

ある要因Aがあり, k個の水準A1, . . . , Ak を考え，水準Aiにおける標本の観測値 (Xi1, Xi2, · · · , Xini)

は第 i標本または第 i群とよばれ, 平均が µi である同一の連続型分布関数 F (x− µi) をもつとした. す

なわち,

P (Xij ≤ x) = F (x− µi) , E(Xij) = µi

であった．F (x)は未知であってもよいものとする．分散は存在しなくてもよいとした．f(x) ≡ F ′(x)

とおくと,
∫∞
−∞ xf(x)dx = 0が成り立つ．さらにすべての Xij は互いに独立であると仮定した. 総群サ

イズを n ≡ n1 + · · ·+ nk とおいた．

まづは k個の水準の平均母数のすべての比較を考えた．1つの比較のための検定は

帰無仮説 H(i,i′) : µi = µi′ vs. 対立仮説 HA
(i,i′) : µi ̸= µi′

となる．Uk を

Uk ≡ {(i, i′) | 1 ≤ i < i′ ≤ k}

で定義する．帰無仮説H(i,i′) vs. 対立仮説HA
(i,i′) に対して帰無仮説のファミリーHT は

HT ≡ {H(i,i′) | 1 ≤ i < i′ ≤ k} = {Hv | v ∈ Uk}

と表現できる. 2群間の標本観測値の中で順位をつける順位検定が, スティール・ドゥワスによって提

案されている．Ni′i ≡ ni′ + ni個の観測値Xi1, · · · , Xini , Xi′1, · · · , Xi′ni′ を小さい方から並べたときの

Xi′ℓ の順位を, R
(i′,i)
i′ℓ とする．aNi′i(·) を {1, 2, · · · , Ni′i}から実数へのスコア関数とした．

Ti′i ≡
ni′∑
ℓ=1

aNi′i

(
R

(i′,i)
i′ℓ

)
− ni′ āNi′i

とおく. ただし，āNi′i ≡ (1/Ni′i)
∑Ni′i

m=1 aNi′i(m) とする．このとき，順位統計量

Ẑi′i ≡
Ti′i

σi′in
, σi′in ≡

√√√√ nini′

Ni′i(Ni′i − 1)

Ni′i∑
m=1

{
aNi′i(m)− āNi′i

}2
((i, i′) ∈ Uk)

を基にした小標本でも分布に依存しないノンパラメトリック法を述べた．その場合，すべての平均相違

に関する同時信頼区間と多重比較検定に限定して詳細に論述した．
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薬の増量や毒性物質の暴露量の増加により母平均に順序制約を入れることができる場合が多い．一般

に，順序制約のあるモデルでの多重比較法は，順序制約のないモデルでの多重比較法を大きく優越する．

このため，順序制約のあるモデルでノンパラメトリック法を考察することは非常に有意義である．これ

により，母平均に順序制約を入れた場合の分散分析に対応するノンパラメトリック法と小標本でも分布

に依存しないノンパラメトリック多重比較法についても論述した．因みに，特定の分布を仮定し母平均

に順序制約を入れたパラメトリックモデルで，母平均が一様である帰無仮説の統計的検定理論と母平均

の点推定理論を研究した日本の数理統計学者は非常に多い．

尺度母数だけを統計分析する分布に依存しない順位手法は平均が既知でなければ提案することができ

ないためデータ解析の適用できる範囲が少ない．これにより，本書では尺度母数だけのノンパラメトリッ

ク法は取り上げなかった．

稀におこる現象の回数はポアソン分布に従う．ポアソン分布に従う観測値のデータはいくらでも存在

する．ポアソンモデルの統計手法は重要であるにもかかわらず，ポアソンモデルでこれまで提案されて

きた統計解析手法はまだ十分多く提案されているとはいえない．待ち行列で用いられている指数分布モ

デルや比率の解析のためのベルヌーイモデルの統計解析法もポアソンモデルの場合と同様に少ない．ポ

アソン分布，指数分布，ベルヌーイ分布は 1母数を持つ分布である．第 3節に，これら 1母数を持つ分

布モデルにおける新しい統計解析法を，第 2節に論述した統計理論と同様な方法によって構築した．

第 4節に，2以上の母数を持つ正規分布を仮定した多標本モデル，2元配置モデル，相関係数の統計

解析法を論述した．それらの数学的な理論構築のために，第 2節に解説したノンパラメトリック理論を

活用できる．正規分布以外の 2以上の母数を持つパラメトリック分布モデルで統計解析法を論じること

は難しい．1933年にド・モアブルが導入した正規分布 (ガウス分布)がいかに統計学の発展に貢献して

いるかが分かった．

第 5節は紹介したすべての多重比較検定を取り込むゲートキーピング法について述べた．

以上のすべての内容は以下の著書に記述されている．

著書

(著 1) 白石高章 (2011). 『多群連続モデルにおける多重比較法 ―パラメトリック，ノンパラメトリック

の数理統計―』 南山大学学術叢書，共立出版

(著 2) 白石高章 (2012). 『統計科学の基礎 ―データと確率の結びつきがよくわかる数理―』日本評論社

(著 3) 白石高章, 杉浦洋 (2018). 『多重比較法の理論と数値計算 』 共立出版

(著 4) Shiraishi, T., Sugiura, H., and Matsuda, S. (2019). Pairwise Multiple Comparisons ―Theory

and Computation―. SpringerBriefs in Statistics.

(著 5) Shiraishi, T. (2022). Multiple Comparisons for Bernoulli Data. SpringerBriefs in Statistics.

(著 6) 白石高章 (2025). 『ノンパラメトリック統計学 ―小標本でも分布によらないロバスト手法―』南

山大学学術叢書，共立出版
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Fréchet regressionによる非ユークリッド空間上のデータ解析
慶應義塾大学理工学研究科　飯田優希
慶應義塾大学理工学部　白石博　
東京都立大学経済経営学部 小方浩明

1 イントロダクション.

[Petersen and Müller, 2019]は Fréchet平均の概念を条件付き分布に一般化し, 非ユークリッド空間上の反応変量に対す
る最小二乗法とノンパラメトリック回帰手法を開発した.(それぞれ Global Fréchet Regression, Local Fréchet Regression

と呼ばれる.) 本研究では Local Fréchet Regressionに焦点を当て, ヒルベルト空間に限定した場合のモデルと, 方向データ
への応用を考える.

1.1 設定.
(Ω, d)を距離空間とする. ランダムペア (X,Y ) ∼ F を考える. ここでX, Y はそれぞれ Rp, Ωの値をとり, F は Rp ×Ω

上の (X,Y )の同時分布である. µ = E[X]と Σ = Var(X)が存在し, Σは正定値であると仮定する. [Petersen and Müller,

2019]はX = xが与えられたもとでの Y の Fréchet回帰関数を導入した.

m⊕(x) = arg min
ω∈Ω

M⊕(ω, x), M⊕(·, x) = E[d2(Y, ·)|X = x], (1.1)

(1.2)は Ω = Rの場合の通常の回帰問題における回帰関数m(x) = E[Y |X = x]の拡張になっており, m⊕(x)を推定するノ
ンパラメトリック回帰モデルが local Fréchet regression model[Petersen and Müller, 2019]である.

1.2 Local Fréchet Regression model.
以下では p = 1とする. Local Fréchet Regression modelはΩ = Rの場合の局所線形回帰の理論から導かれる. カーネル関
数K,バンド幅hに対し, Kh(·) = h−1K(·/h)と定める. さらに, µj = E[Kh(X−x)(X−x)j ], rj = E[Kh(X−x)(X−x)jY ],

σ2
0 = µ0µ2 − µ2

1 と定め, 重み関数 sを s(z, x, h) = 1
σ2
0
Kh(z − x){µ2 − µ1(z − x)}で定義する. local Fréchet regression

model[Petersen and Müller, 2019]は以下で定義される.

l̃⊕(x) = arg min
ω∈Ω

L̃n(ω), L̃n(ω) = E[s(X,x, h)d2(Y, ω)] (1.2)

ここで, nはバンド幅の列 h = hn に対するものである.

1.3 推定.
(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)

i.i.d.∼ F とし, l̃⊕(x)の推定量として次を考える.

l̂⊕(x) = arg min
ω∈Ω

L̂n(ω), L̂n(ω) = n−1
n∑

i=1

sin(x, h)d
2(Yi, ω) (1.5)

ここで, sin(x, h) =
1
σ̂2
0
Kh(Xi − x)[µ̂2 − µ̂1(Xi − x)], µ̂j = n−1

∑n
i=1 Kh(Xi − x)(Xi − x)j , σ̂2

0 = µ̂0µ̂2 − µ̂2
1.

2 ヒルベルト空間におけるLFR.

l̂⊕(x)の漸近分布は明示的に導出することができないため, Ωをヒルベルト空間に限定したモデルについて考える.

命題 1. Ωがヒルベルト空間のとき, (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)
i.i.d.∼ F に対し,

l̂⊕(x) = arg min
ω∈Ω

L̂n(ω) = n−1
n∑

i=1

sin(x, h)Yi. (2.1)

実数反応変量に対するノンパラメトリック回帰モデルを Ωが一般のヒルベルト空間である場合に拡張する.

定義 1. (ノンパラメトリック回帰モデル (Ω :ヒルベルト空間))

Y = m⊕(X) + σ(X)ε. (2.2)

1
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ここで, εは Ω上の確率要素であり, X と独立で, ∀ω ∈ Ω,E[⟨ε, ω⟩] = 0, E[∥ε∥2Ω] = E[⟨ε, ε⟩] = 1.

また, σ2(x) = E[d2(Y,m⊕(x))|X = x].

定理 1. Ωを実ヒルベルト空間とし, (2.2)のモデルからのランダム標本 (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)が得られたとする.

適当な仮定のもと, ∀ω ∈ Ωに対し,

√
nh

{〈
l̂⊕(x)−m⊕(x), ω

〉
−
(∫

u2K(u)du

2

∂2

∂x2
⟨m⊕(x), ω⟩

)
h2

}
⇝ N

(
0,

∫
K2(u)du

f(x)
σ2(x)E[⟨ε, ω⟩2]

)
.

3 ΩからHkへ.

正定値カーネルを用いて, ヒルベルト空間でない Ω上のデータを再生核ヒルベルト空間 (RKHS)に写し. RKHS上で
解析することを考える. k : Ω× Ω → R を集合 Ω上の正定値カーネルとし, Hk を正定値カーネル kにより定まる RKHS

とする. さらに Φ : Ω → Hk を Φ(x) = k(·, x)により定める. データ Yi ∈ Ωを Φで変換することにより, Hk 上のデータ
{Φ(Yi)}ni=1 = {k( · , Yi)}ni=1 が得られる. Y ∈ Ωを Φで変換した Φ(Y ) ∈ Hk とX に対し, 以下のノンパラメトリック回
帰モデルを考える.

定義 2. (RKHS Hk 上のノンパラメトリック回帰モデル)

Φ(Y ) = mHk
⊕ (X) + σ(X)ε. (3.1)

ここで, εはHk 上の確率要素であり, X と独立で, ∀f ∈ Hk,E[⟨ε, f⟩] = 0, E[∥ε∥2Hk
] = E[⟨ε, ε⟩] = 1.

また, σ2(x) = E[d2(Φ(Y ),mHk
⊕ (X))|X = x].

正定値カーネル kが, arg min
f∈Hk

E[d2(Φ(Y ), f)|X = x] = Φ(m⊕(x)) を満たすとき, mHk
⊕ (x) = Φ(m⊕(x))となる. 以下で

はこのような kを考える. (4.1)のモデルからのランダム標本 (X1,Φ(Y1)), . . . , (Xn,Φ(Yn))に対して LFRを考えると,

l̂Hk
⊕ (x) = n−1

n∑
i=1

sin(x, h)Φ(Yi). (3.2)

さらに, l̂Hk
⊕ (x) ∈ Hk を以下の最小化問題によって, Ω上の要素に対応させる.

l̂k⊕(x) = arg min
ω∈Ω

d(l̂Hk
⊕ (x),Φ(ω))2︸ ︷︷ ︸⟨

l̂
Hk
⊕ (x)−Φ(ω),l̂

Hk
⊕ (x)−Φ(ω)

⟩ = arg min
ω∈Ω

{
k(ω, ω)− 2n−1

n∑
i=1

sin(x, h)k(Yi, ω)

}
(3.3)

4 方向データへの応用.

方向データとはデータの各観測値が方向や角度を表すもので, その周期性により通常の実数値データに対する統計的手
法が意味をなさない場合がある. 一方, Fréchet Regressionはデータ間の距離を用いるため, 方向データも適切に解析する
ことができると考えられる. 今回は球面上のデータを例に取り, 以下の設定のシミュレーションにおいて LFRの有用性を
確かめ, RKHSに写す手法を用いて球面上の信頼領域の構成を試みた.

Ω = S2 ⊂ R3 とする. ここで, S2 = {x ∈ R3 | ∥x∥E = 1}. regression functionは以下を考える.

m⊕(x) =
(
(1− x2)1/2 cos(πx), (1− x2)1/2 sin(πx), x

)
, x ∈ (0, 1) (4.1)

参考文献
[1] Ashis, S. and BarryC, A. (2022). Directional Statistics for Innovative Applications (A Bicentennial Tribute to

Florence Nightingale). Springer, New York.

[2] Petersen, A. and H.-G. Müller (2019) Fréchet regression for random objects with Euclidean predictors, Annals of

Statistics, 47, 691-719.

[3] van der Vaart, A (1998) Asymptotic Statistics. Cambridge university press.
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V-statistic for high-dimensional time series

Yosei Yoshida
(Graduate School of Fundamental Science and Engineering, Waseda University)

Yan Liu
(Department of Applied Mathematics, Waseda University)

In this research, we consider the problem of testing for homoscedasticity in high-
dimensional time series. Testing hypothesis concerning covariance matrices plays an impor-
tant role in high-dimensional time series analysis. (Nagao 1973) has proposed the following
test statistic

V =
1

p
tr
[
(S − Ip)2

]
(0.1)

for the hypothesis of Σ = Ip, where S is the sample covariance matrix and Ip denotes
the p-dimensional identity matrix. This test statistic is so-called the V -statistic in the
literature. Let {X(t) = ((X1(t), X2(t), . . . , Xp(t))

⊤; t ∈ Z} be a p-dimensional Gaussian
stationary process with the p-dimensional mean vector µ and p × p covariance function
R(h) := (Rij(h)). We address the challenge of testing for the homoscedasticity:

H0 : Σ = σ2Ip vs. K : Σ ̸= σ2Ip, σ2 > 0, (0.2)

when both the sample size n and the dimension p diverge to infinity with the asymptotic
regime p/n→ c ∈ (0,∞).

We review the asymptotic results of high-dimensional time series and some assump-
tions. Denote the observation stretch by X(1),X(2), . . . ,X(N) obtained from the process
{X(t)}. The sample covariance matrix now is

S =
1

n

N∑
t=1

(X(t)− X̄)(X(t)− X̄)⊤,

where n = N − 1 and X̄ = (1/N)
∑N

t=1X(t).
Assumption

∑∞
h=−∞|h||Rij(h)|<∞ for every i, j = 1, . . . , p.

Assumption There exists a constant c such that p/n→ c ∈ (0,∞) as n→∞, p→∞.
Suppose two Assumptions hold. Under the null hypothesis H0 : Σ = σ2Ip, we obtain

√
npB−1/2[V −∆v]

d→ N (0, 1)
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where

B = 8 · (1− σ2)2 ·
{
(p−1)2π

∫ π

−π
(trf(λ)2)dλ

}

+ c · 16 · (1− σ2) ·

(p−2)
∞∑

h1=−∞

∞∑
h2=−∞

tr [R(−h1 − h2)⊗ (R(h1)R(h2))]


+ c · 4 ·

{
p−2(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π
tr [f(λ)f(µ)⊗ f(λ)f(µ)] dλdµ

}

+ c2 · 8 ·

(p−3)
∞∑

h1=−∞

∞∑
h2=−∞

∞∑
h3=−∞

tr [R(−h1 − h2 − h3)⊗R(h1)⊗ (R(h2)R(h3))]

 ,

and

∆v =

(
σ2 +

σ2

n
− 1

)2

− 2

(
σ2

n2
+

σ2

n
− 1

n

){
(p−1)2πtrf(0)

}
− p

n2

{
p−2(2π)2(trf(0))2

}
+

N

n2

{
(p−1)2π

∫ π

−π
(trf(λ)2)dλ

}
+

Np

n2

{
(p−2)2π

∫ π

−π
{trf(λ)}2 dλ

}
− p

n2

{
p−2

∞∑
h=−∞

|h|(trR(h))2

}
.

This result shows the asymptotic normality of the test statistic V under the asymptotic
regime with a bias correction ∆v.

Participating in this symposium has been beneficial to my research. Beyond the opti-
mization problem for the portfolio analysis, we would like to develop some new disciplines 
as our research goal. In addition, the optimality of our test statistic is still not established 
for various settings of alternative hypotheses. We thank the audience from the floor for 
providing these insights into our ongoing research project.
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一般線形モデルにおけるベイズ線形推定量の研究

九州大学大学院 マス・フォア・イノベーション連係学府 穆佐 飛来

正の整数m1,m2 に対して，M(m1,m2)をm1×m2 行列の集合とする. 正の整数mに対して，S+(m)

でm×m正定値対称行列の集合，SN (m)でm×m非負定値対称行列の集合を表し, 0m を全ての成分
が 0のm次元ベクトルとする．さらに, Eτ [·]は τ についてその事前分布に関する期待値をとるものと
する. また, ∥ · ∥はユークリッドノルムを表す.

本講演を通して, ランダムな観測 y ∈ Rn に対して，次の一般線形モデルを考える:

y =Xβ + ε, E[y] = 0n, Cov(ε) = σ2Ω.

ここで, X ∈ M(n, k)は既知の計画行列で rank(X) = k < nを満たし，β ∈ Rk は未知の回帰係数ベ
クトル, σ2 ∈ (0,∞)は未知のスカラー, Ω ∈ S+(n)は既知の行列である．
特に, (σ2,β)に γ = Eσ2 [σ2],W = Eβ[ββ

⊤]を満たす事前分布を想定したもとで, ベイズ線形推定
量は β の線形推定量 L⊤y ∈ Rk の総平均二乗誤差に関する不等式

Eβ,σ2

[
E[∥L⊤

∗ y − β∥2| β, σ2]
]
≤ Eβ,σ2

[
E[∥L⊤y − β∥2| β, σ2]

]
for any L ∈M(n, k)

を満たす L⊤
∗ y として表現される. 実際, ベイズ線形推定量は一般的に次のように定式化される:

β̂B(Φ,K) =KX⊤(Φ+XKX⊤)−1y, Φ ∈ S+(n), K ∈ SN (k).

なお, β の推定量としてこれまでに通常のリッジ推定量 (Hoerl and Kennard, 1970 a,b)や縮小推定量
(Mayer and Willke, 1975), 及び一般リッジ推定量 (Rao, 1975)が多くの論文で議論されてきたが, こ
れらの不偏とは限らない推定量は全てベイズ線形推定量及びその極限を含めた拡張ベイズクラスに含ま
れている (Rao, 1976). また, fractional rank 推定量やある種の線形制約付き最小二乗推定量もこのク
ラスに含まれている (LaMotte, 1978). 本講演では二乗損失を考えたもとでの線形推定量のクラスにお
ける許容性のほか, 線形十分性や線形完備性の観点 (線形十分性や線形完備性の定義については例えば
Drygas (1983)を参照)からベイズ線形推定量 β̂B(Ω,K)の統計的性質について議論する.

以降, Φ ∈ {In,Ω}を考える. 本講演では, 与えられたK1,K2 ∈ SN (k)に対して

β̂B(Ω,K1) = β̂B(In,K2) for any y ∈ Rn (1)

が成立する必要十分条件を導出する. (1) が成立する場合, 左辺の推定量が線形許容性などの意味で最
適ならば, 右辺の推定量もその意味で最適である. 既存研究として, Tsukuda and Kurata (2020) や
Mukasa and Tsukuda (2024) では一般リッジ推定量を考えたもとでの等価性について議論している.

特に, K ∈ S+(k)のとき一般リッジ推定量 β̂G(Φ,K)はベイズ線形推定量 β̂B(Φ,K−1)の形で書ける
ことからK /∈ S+(k)の場合の条件に興味がある.

さらに, σ2 の二次推定量に関して, 一般化残差平方和を考えることがしばしばある. ここでは, ベイズ
線形推定量 β̂B(Φ,K)を考えたもとでの一般化残差平方和

RSSB(Φ,K) =
∥∥∥Φ−1/2

(
y −Xβ̂B(Φ,K)

)∥∥∥2 , Φ ∈ S+(n), K ∈ SN (k)

について, 与えられたK1,K2 ∈ SN (k)に対して,

RSSB(Ω,K1) = RSSB(In,K2) for any y ∈ Rn (2)
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が成立する必要十分条件を導出する. また, (1)と (2)を同時に満たす同値条件についても当日報告する.

なお, 前者については Mukasa and Tsukuda (2024) が, 後者については Tsukuda and Kurata (2020)

が一般リッジ推定量に置き換えたもとで必要十分条件をそれぞれ求めている.
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Ser. A 45, no.1, 88–98.

Hoerl, A. E., Kennard, R. W. (1970a). Ridge regression: biased estimation for nonorthogonal

problems.Technometrics 12, no.1, 55–67.

Hoerl, A. E., Kennard, R. W. (1970b). Ridge regression: applications to nonorthogonal problems.

Technometrics 12, no.1, 69–82.

LaMotte, L. R. (1978). Bayes linear estimators. Technometrics 20, no.3, 281–290.

Mayer, L. S., Willke, T. A. (1975). On biased estimation in linear models. Technometrics 15,

497–508.

Mukasa, H., Tsukuda, K. (2024). Equality between two general ridge estimators and equivalence

of their residual sums of squares. arXiv:2405.20023v2

Rao, C. R. (1975). Simultaneous estimation of parameters in different linear models and applica-

tions to biometric problems. Biometrics 31, 545–553.

Rao, C. R. (1976). Estimation of parameters in a linear model. Ann. Statist. 4, no.6, 1023–1037.

Tsukuda, K., Kurata, H. (2020). Covariance structure associated with an equality between two

general ridge estimators. Statist. Papers 61, no.3, 1069–1084.

37



GMANOVAモデルの最尤推定量における
新たな罰則付き推定とその最適化
中京大学 教養教育研究院 永井 勇

n個の各個体に対して，時間と共に測定されたデータは経時測定データと呼ばれ，非常
に多くの分野で分析されている (例えば栁原・吉本 (2003))．このような経時測定データ
において，全ての個体で p回測定しその測定時点が揃っている場合，Potthoff and Roy

(1964) により提案された次の一般化多変量分散分析（Generalized Multivariate ANalysis

Of VAriance; GMANOVA）モデルを用いた分析がよくされている;

Y = 1nµ
′X ′ +AΞX ′ + E， (1)

ここで，Y は各行が各個体の経時測定データからなる n×p既知行列，1nは全ての要素が 1

の n次元ベクトル，µは q次元未知ベクトル，Xは個体内計画行列と呼ばれる測定時点から
作られる rank(X) = qの p× q既知行列 (実際にどのようなものを用いるかについての詳細
は後述)，Aは個体間計画行列と呼ばれる測定時点に無関係な各個体の特徴を表す説明変数
からなる各列で中心化されている rank(A) = kの n×k既知行列とし，Ξは k× q未知行列
であり，EはE[E] = 0n0

′
pでCov[vec(E)] = Σ⊗Inのn×p誤差行列であり，0rは全ての要

素が 0の r次元ベクトル，Σは未知の p×p正則行列である．さらに，Eの各行はNp(0p,Σ)

に従っているとし，Σの不偏推定量S = Y ′{In − 1n1
′
n/n−A(A′A)−1A′}Y /(n− k− 1)

の逆行列が存在することを仮定する．
Y に潜む経時的な変動 (経時変動) を推定する際には，個体内計画行列X の i行目とし
て，i番目の測定時点 ti (i = 1, . . . , p; t1 < · · · < tp) の関数からなる行列が用いられる．例
えば，Xの i行目として (t0i , . . . .t

q−1
i )を用いて未知のµやΞを推定することで，全ての個

体で共通の経時変動 (1nµ
′X ′) や 各説明変数に対応する経時変動 (AΞX ′) の切片と各次

数の係数がそれぞれ推定でき，それらの結果として目的の Y に潜む経時変動を測定時点 ti

の (q − 1)次多項式で推定できる．また，X の i行目として tiの他の形の関数からなるも
のを用いてµやΞを推定することで，用いた関数の重み付き和の形で全体の経時変動を推
定できる．
このモデル (1) において，誤差に正規分布を仮定した下でのµやΞの最尤推定量 (Max-

imum Likelihood Estimator: MLE) はそれぞれ以下で得られることが知られている;

µ̂ = (X ′S−1X)−1X ′S−1Y ′1n/n，Ξ̂ = (A′A)−1A′Y S−1X(X ′S−1X)−1．

しかしながら，各個体の特徴間 (Aの列間) に相関が高い組がある場合 や 経時変動の推
定に用いる関数が柔軟すぎる場合 は，これらの推定量が不安定となってしまうなどの問題
がある．前者の相関の影響により不安定になる問題を回避する手法は，Sを Ipにした場合
は Nagai (2011) などで提案され，MLEの場合については Yanagihara, Nagai, Fukui and

Hijikawa (2023) により提案されている．一方で，後者の柔軟な関数を用いることにより起
きる不安定になる問題を回避する手法は，Sを Ipにした場合は永井 (2010) などで提案さ
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れている．しかし，MLEの場合については提案されていない．そこで本研究では，MLE

における前者と後者の問題を同時に解決するために，Hoerl and Kennard (1970) により提
案されたリッジ型罰則付き推定量をモデル (1) へ拡張した推定量を提案し，そこで導入し
た罰則パラメータの最適化のための Cp型の情報量規準を提案する (Cp型情報量規準につ
いてはYanagihara and Satoh (2010) など参照)．
数値実験を通じた比較なども講演で触れる予定である．また，そこでは柔軟な関数を用

いることで起きる過剰適合と言われる問題が回避できているかを確認する予定である．
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