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点過程モデルを用いた異常地震活動の研究：M7.6 能登半島地震に至る群発地震活

動の時空間変動と異常活動の解釈について 

熊澤貴雄 統計数理研究所 リスク解析戦略研究センター 特任准教授

石川県能登半島の北東部では，2020 年 11 月末から，それぞれに特徴のある活動

性の高い群発地震が４つの地域に別れて発生した．群発地震の開始以前から微小

地震活動の見られた南東部領域では，2020 年 11 月末に活動が突如として 14km 以

深へ移行し，数ヶ月の遅れで周辺の３領域に時計回りの順で活動が波及した．先行

研究（Nakajima, 2022; Yoshimura et al, 2022; Yoshida et al., 2022; Nishimura et al., 

2023）では当地域の深部から流体が供給されたことが指摘されており，地震発生地

域が分断された理由は，この流体が地殻の強固な部分（地震空白地帯）を浸透して，

周辺の脆弱な領域へと拡散していったことが示唆される．以降，北側２地域の地震活

動性は高いまま推移し，両地域の境界付近で 2022 年 6 月 19 日に M5.4 地震の発

生を経て，2023 年 5 月 5 日に北東部クラスター地域の北辺で M6.5 の地震が発生

し，その余震が北側２地域とその北方に広く分布した．一方，これに続く 2024 年元旦

の M7.6 は，群発地震の南北地域の境界部分，M6.5 の余震分布の南辺を気象庁震

源として発生し、南西―北東方向へと拡大した． 

一連の地震発生パタンのフェイズ推移が示すように，発生様式は時間的に一様で

はない．群発地震開始から本震 M6.５とその余震活動を含む非一様な地震発生パタ

ーンに対応するために，今回報告した解析には以下の非定常 ETAS モデル

（Kumazawa and Ogata, 2013）を用いた． 

𝝀𝜽ሺ𝒕|𝑯𝒕ሻ ൌ 𝝁ሺ𝒕ሻ ൅ ∑ 𝑲𝟎ሺ𝒕𝒊ሻ𝒆𝜶
ሺ𝑴𝒊ି𝑴𝒄ሻ ሺ𝒕 െ 𝒕𝒊 ൅ 𝒄ሻ𝒑⁄ሼ𝒊:𝑺ஸ𝒕𝒊ழ𝒕ሽ   ．            (1)

このモデルは定常 ETAS モデルの第１項の背景強度 μ と第２項の余震的誘発率の

それぞれに独立に時間変動要素を加味し，これらの変化を赤池ベイズ情報量規準

（ABIC）法で推定するものである．背景強度関数μ(t) は対象領域周辺でのゆっくり

すべりによる応力変化，または断層内での流体貫入による断層弱化などを反映する

と考えられる．他方 K(ti ) は領域内の先行地震による近傍小断層群への地震連鎖

効果（余震誘発率）を表わす．非定常 ETAS モデルと合わせて，デロネ型平滑化を用

いた階層ベイズモデル（Ogata et al. 2020）で震源点密度分布及び b 値の空間分布を

推定し，震源カタログを多角的に解析した． 

これらの非定常 ETAS モデルの背景強度関数 μ(t) 及び地震密度分布推定から

分かる地震活動異常が，幾つかのスロースリップまたは間隙流体圧変化のシナリオ
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と矛盾しないことを報告した． 本震の断層解が分かっていれば，回顧的に周辺での

スロースリップを仮定して，本報告の様に測地データや地震活動変化を解釈すること

はできるので，スロースリップの情報を事前に把握することは予測的観点から重要で

ある．しかし多くの場合，特に内陸部でのスロースリップは規模が微小なのでインバ

ージョンが難しく，精度の問題が付き纏う．その解決案として，可能なスロースリップ

の断層モデルを敷き詰めて地殻変動解析を実行できれば，どの断層モデルが地震

発生パターンや GNSS 測地時系列の変化に適合しているか評価でき，それらの適合

度を重みとして予測することが考えられる．このようなフォワード推論は組み合わせの

問題だから大掛かりでモデル作成の労力や計算負荷が大きいであろうが，今の計算

機だったら可能であろうかと思う．今回の報告での地殻変動解析には，地殻変動解

析プログラム MICAP-G（内藤, 吉川，1999）を用いた．データは 2024 年 8 月 1 日ま

での JMA カタログと，2023 年５月 16 日までの GNSS 観測時系列を使用した． 

Kumazawa T, Ogata Y (2013) J Geophys. Res. Solid Earth 118 (12): 6165–6182. 

http://doi.wiley.com/10.1002/2013JB010259 

内藤宏人, 吉川澄夫 (1999) 地震 第 2 輯 52(1) DOI https://doi.org/10.4294/zisin1948.52.1_101 

Nakajima J (2022) Earth, Planets and Space 74, https://doi.org/10.1186/s40623-022-01719-x. 

Nishimura T Hiramatsu Y, Ohta Y (2023) Scientific Reports 13, doi 10.1038/s41598-023-35459-z 

Ogata Y. et al. (2020). Computer Science Monograph, No. 35, 統計数理研究所, 

https://www.ism.ac.jp/editsec/csm/index_j.html  

Yoshida K et al (2022) J. Geophys. Res. 128 (6), https://doi.org/10.1029/2022jb026047 

Yoshimura, R et al. (2022) Planetary and Space Sciences, 3–7 November, Sagamihara, Japan 152th. 
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地震ビッグデータ解析の最前線 

⻑尾 ⼤道（東京⼤学地震研究所／東京⼤学⼤学院情報理⼯学系研究科） 

地震分野においては、⼈⼯知能をはじめとする最先端の統計学的・情報科学的⼿法の積極
的な導⼊が世界的に進められており、わが国でも⽂部科学省「情報科学を活⽤した地震調査
研究プロジェクト」（STAR-E プロジェクト、研究期間：2021〜2025 年度）をはじめとする
複数の「情報×地震」の⼤型プロジェクトが実施されている。 

⼈⼯知能と最も相性が良い地震研究のテーマは、地震波形データから P 波・S 波をはじめ
とする地震波の検出とその到来時刻を同定する「検測」と呼ばれる、全ての地震研究の第⼀
歩となる作業である。現在でも気象庁が業務として実施している従来の検測⼿法は、局所定
常⾃⼰回帰モデル、⾚池情報量基準、および粒⼦フィルタ法などの従来の統計学的⼿法を組
み合わせたものとなっているが、そう遠くない将来、これが⼈⼯知能に置き換えられること
が確実視されている。その先駆けとなったのは、カリフォルニア⼯科⼤学が 2018 年に発表
した深層学習モデル Generalized Phase Detection (GPD)法[1]である。著者を研究代表者と
する STAR-E プロジェクトの研究課題「⼈⼯知能と⾃然知能の対話・協働による地震研究
の新展開」（SYNTHA-Seis）においても、GPD 法を拡張することにより誤検出を減らすこ
とに成功した地震波検測モデル（左図）などを開発した[2][3]。また、我々は 50〜60 年前
に稼働していたペン書き⽅式の地震計によって得られた紙記録からスロー地震[4]の⼀種で
ある低周波微動を検出する深層学習モデル（右図）の開発も⾏った[5][6]。 

このほか、本発表においては、マルチプル・クラスタリング法に基づく低周波地震検出の
ための観測点選択法[7]や 4 次元変分法データ同化に基づくスロー地震断層の摩擦パラメー
タの不確実性評価法[8][9]など、現在、SYNTHA-Seis で実施されている研究を紹介した。

図: (左) GPD 法を拡張した地震波検測のための深層学習モデル[2]、(右) 深層学習を⽤いた約
50 年前の地震計紙記録からの低周波微動検出[5][6]。 
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Probabilistic Earthquake Forecasting: How to Live Better
Between Complete Randomness and Complete Predictability

Jiancang Zhuang

Institute of Statistical Mathematics, 10-3 Midori-cho, Tachikawa, Tokyo 190-8562, Japan

Earthquake hazards continue to pose serious threats
worldwide, as seen in recent devastating events like
the February 2023 Turkey-Syria earthquake, which
resulted in over 50,000 deaths and widespread de-
struction. Such disasters underscore the urgent need
for effective earthquake prediction and prepared-
ness. Earthquakes can trigger tsunamis, landslides,
and aftershocks, compounding their destructive im-
pact on communities, infrastructure, and economies.
People hope that scientistic could predict these events
before their occurrence so that we can take actions
before hand to avoid our losses of lives and proper-
ties caused the earthquakes.

To forecast the occurrence of future disastrous
earthquakes. Understanding the physical processes
how earthquake ruptures are generated, accelerated,
and stopped, is indispensable. In the 1990s, a series
of papers by Geller et al. (1997) asserted that the
occurrence of earthquakes cannot be precisely pre-
dicted. These papers led to a long argument on Na-
ture Even though the view of earthquake forecast-
ing or prediction have changed over past 20 years,
these papers still influening the researches of earth-
quake forecasting studies. This is because, simply
using Vere-Jones’ branching crack model, we can
simulate most of the empirical probability laws re-
lated to earthquake sources and magnitude and ex-
plain why earthquake occurrence cannot be deter-
ministically predicted and discuss what are the po-
tentially useful indices for evaluating the risk of fu-
ture large earthquakes. However, earthquake source
is not completely because of the existence of the
critical zone in the crustal medium (Zhuang et al.,
2021).

As mention above, there is a significant gap be-
tween complete randomness and complete predictabil-
ity in earthquake forecasting. In statistical seis-
mology, the ETAS model has been accepted as the
standard model for describing seismic activity (see
special issue of Huang et al. (2016)) and adopted
as the main earthquake prediction models by re-
search institutes and government agencies in ma-
jor earthquake-prone countries (Schorlemmer et al.,
2018). In particular, the United States Geological
Survey (USGS) adopted the ETAS model as the
UCERF3-ETAS model for short-term forecasts in
the third all-California earthquake probability fore-
casting model (UCERF3) (Field et al., 2017). This
model the conditional intensity of the frequently

used spatiotemporal ETAS model is adopted from
Ogata (1998):

λ(t, x, y) = µ(x, y)+
∑
i:ti<t

κ(mi)g(t−ti)f(x−xi, y−yi;mi),

(1)
where where g(u) is the normalized form of the
Omori-Utsuu formula (p−1)/c(1+t/c)−p, the weight-
ing function κ(m) = A exp[α(m − m0)] is the ex-
pected number of earthquakes directly triggered by
an earthquake of magnitude m, and the spatial re-
sponse kernel

f(x, y;m) =
1

πσ(m)
f0

(
x2 + y2

σ(m)

)
(2)

is the density function for the relative location of
the triggered earthquakes from an event of mag-
nitude m, with f0 being a normal density func-
tion f0(ω) = 1

2D2 e
− ω

2D2 or a scaled inversed power

law f0(ω) = q−1
D2 (1 + ω/D2)−q is considered, and

the scaling function is σ(m) = κ(m) or σ(m) =
[κ(m)]γ/α. The magnitude of aftershocks need not
be smaller than the triggering earthquake. An inde-
pendent exponential distribution, i.e., the frequency
of occurrence of the Gutenberg-Richter magnitude-
frequency relationship is usually assumed for the
purpose of theoretical discussion in simulation ex-
periments of earthquake series. That is, s(m) =
βe−beta(m−m0), m ≥ m0 is the probability density
function form for the G-R law.

The usefulness of the ETAS model encourage re-
searchers to extend this model to higher dimension
and higher resolution of seismicity, including (1) (1)
Impact of mainshock rupture geometry (Guo et al.,
2015b); (2) Impact of hypocenter depths (Guo et al.,
2015a), (3) Location-dependent and time-dependent
ETAS parameters (Ogata, 2004; Zhuang , 2015), (4)
Self-similar ETAS models (Vere-Jones, 2005).

Currently, the predictability of earthquake oc-
currences that we have understood is illustrated in
Figure 1. This figure situates predictability between
complete randomness, represented by the Poisson
process for time occurrences and the Gutenberg-
Richter relationship for magnitude distribution, and
complete determinism, where the target can be pre-
dicted with 100% precision. In recent years, the
ETAS model has become a de facto standard model
or null hypothesis for comparing with and testing
other models and ideas (Huang et al., 2016; Zhuang
et al., 2021; Zhuang , 2023), which in fact implies
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(a)

(b)

(c)

Figure 1: An illustration of earthquake predictabil-
ity.

that the clustering is the largest predictable compo-
nent in seismicity. In the RELM and CSEP projects,
the highly scored models are almost among differ-
ent versions of the ETAS models. Though there re-
ports declaring non-seismicity precursors, their per-
formance has not been fully validated.

In summary, owing to our inability to observe
many of the fundamental processes of the system,
as well as its inherent randomness, it is difficult
to deterministically predict individual earthquakes.
Therefore, statistical seismology, which places a larger
focus on probabilistic forecasting, represents the best
quantification method with respect to our state of
knowledge. Furthermore, to provide more reliable
earthquake forecast models, the challenge becomes
the construction of models that can yield increased
information gain with respect to a reference of the
ETAS model. With the rapid development of obser-
vation technologies, an increasing amount of obser-
vational data has been obtained. These new obser-
vations provide new theories and approaches to help
us understand seismicity. Based on these new ob-
servations, seismologists can develop new methods
to more efficiently analyze these data and new mod-
els to connect them to the earthquake process and
tectonic environments, thus providing more knowl-
edge on the earthquake occurrence process and and
the ability to obtain reliable forecasts.
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1 Main Result
If we denote the dimension of data as d and the number of samples as n, we often meet a case
with n≪ d. Traditionally in astronomy, such a situation is regarded as ill-posed, and they thought
that there was no choice but to throw away most of the information in data dimension to let
d < n. The data with n≪ d is referred to as high-dimensional low sample size (HDLSS). To deal
with HDLSS problems, a method called high-dimensional statistics has been developed rapidly
in the last decade.

In this work, we first introduce the high-dimensional statistical analysis. We apply two
representative methods in the high-dimensional statistical analysis methods, the noise-reduction
principal component analysis (NRPCA) and automatic sparse principal component analysis (A-
SPCA), to a spectroscopic map of a nearby archetype starburst galaxy NGC 253 taken by the
Atacama Large Millimeter/Submillimeter Array (ALMA). The ALMA map is a typical HDLSS dataset.
First we analyzed the original data including the Doppler shift due to the systemic rotation. The
high-dimensional PCA could describe the spatial structure of the rotation precisely. We then
applied to the Doppler-shift corrected data to analyze more subtle spectral features. The NRPCA
and A-SPCA could quantify the very complicated characteristics of the ALMA spectra. Particularly,
we could extract the information of the global outflow from the center of NGC 253. This method
can also be applied not only to spectroscopic survey data, but also any type of HDLSS data. The
main result is published in Takeuchi et al. (2024) and Takeuchi et al. (2024), Toukei SUuri, in
press.

2 Further Development for the Next Generation Data
The original data of this study were recently updated to the one with much higher quality. The
new data contains information of very weak spectral lines from molecules or radicals (ionized

∗E-mail: tsutomu.takeuchi.ttt@gmail.com.

- 9 -



Figure 1: The bright regions of NGC 253 map cut out by the mask. Left: the mask region map.
White regions have significant intensity signals. Center: the cut-out region with significantly
bright emission. Right: the bird’s view of the signal.

molecules) in NGC 253. To analyze such data, it would make sense to apply an analysis method
which can deal with nonlinear correlation of data features. Kernel PCA is one of such possibilities.
We will develop this study with such methods as our next step.

References
Takeuchi, T. T., Yata, K., Egashira, K., et al. 2024, ApJS, 271, 44
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Figure 2: Responsible features to characterize PCs from the RPCA for the ALMA map of NGC 253,
after the Doppler shift correction due to the systemic rotation. Information on the details of this
figure is found in Takecuhi et al. (2024).
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A measure-on-graph-valued diffusion:

a particle system with collisions and their

application

By

Shuhei Mano

The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo 190-8562, Japan
E-mail: smano@ism.ac.jp

A diffusion taking value in probability measures on a graph with a vertex
set V ,

∑
i∈V xiδi, was established. The masses on each vertices satisfy the

stochastic differential equation (SDE) of the form dxi =
∑

j∈N(i)

√
xixjdBij

on the simplex, where {Bij} are independent standard Brownian motions
with skew symmetry and N(i) is the neighbour of the vertex i. The dual
Markov chains on integer partitions were effectively used. Then, the SDE
with the linear drift α

2
(1 − |V |xi)dt, α > 0, which gives killing of the dual

chain with a linear rate, was discussed. The main result was

Theorem 1. For the adjoint Markov semigroup {T̃ ∗
t } associated with the

diffusion o n a  g raph G  =  (V, E ), t he u nique s tationary s tate ν α i n t he set 
of probability measures on the simplex ∆|V |−1, is absolutely continuous with 
respect to the Lebesgue measure on ∆|V |−1 and admits a probability density 
that is strictly positive in int(∆|V |−1) and of C∞(∆|V |−1)-class.

If the graph is complete, the stationary state is the symmetric Dirichlet 
distribution of parameter α. In this sense, the diffusion generalizes the Dirich-
let distribution. No explicit expression of the density is available. However, 
an algorithm based on the dual Markov chain with the coupling from the 
past enables computing the marginal likelihood using the stationary states 
as priors.

Here, I report unpublished results on the application mentioned in this 
talk. The dataset was from “Shugi-in no ugoki 2023” (the report of movement 
of house of representatives of Japan). The forces are 10, 107, and 260 for 
the communist party, the democratic party (constitutional and national), 
and the liberal democratic party, respectively. This order represents left to 
right in their political stances. I used the Dirichlet distribution (complete 
graph K3) and the stationary state of the S2 graph as the priors, where S2 
is the graph consisting of three vertices in which two of the vertices are not 
neighbours. Table 1 shows the marginal likelihoods and the Bayes factors 
compared with the Dirichlet distribution obtained by the algorithm. The
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results are averages of 10,000 trials. Any prior reduces to the multinomial
sampling from the uniform distribution on the graph as α → ∞.

Table 1: Forces of parties
α log ML log10BF

K3(Dirichlet) 1 −810.5
S2(C-D-L) 1 −677.9 58
K3(Dirichlet) 85 (optimal) −437.8
S2(C-D-L) 84 (optimal) −439.4 −0.7
K3(Dirichlet) 106 −537.5
S2(C-D-L) 106 −537.5 0

For comparison, I analyzed an artificial data a1 = · · · = a7 = a13 = · · · =
a21 = 0 and a8 = · · · = a12 = 5 with anticipation that the data fits graph
L21 consisting of 21 vertices aligned in a line (Table 2).

Table 2: An artificial data
α log ML log10BF

K21(Dirichlet) 1 −699.2
L21 1 −483.6 94
K21(Dirichlet) 81 (optimal) −461.1
L21 79 (optimal) −465.6 −2
K21(Dirichlet) 106 −465.8
L21 106 −465.8 0

These results agree with our anticipation if α is small: S2 (the left and 
the right never interact) and L21 (the vertices occupied by particles are in 
the line) are supported. However, if we optimize α such that the marginal 
likelihoods increase, we cannot select a graph. Moreover, for such α, the 
Dirichlet distributions always perform the best.

I introduced the hyperparameter α as a “regularizer” to stop the algo-
rithm in finite t ime, and α = 1  i s the uniform distribution on the s implex if 
we use the Dirichlet distribution. Because of this reason, I did not intend to 
take α large. Moreover, strict Bayesian will not set the hyperparameter to 
the “true” value. But the usefulness of the priors is indeed doubtful. The 
difficulty comes from the identifiability issue in the  diff usion: we can explain 
the variability of the data by either bias in the diffusion or the drift.
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高次元ロジスティック回帰における最尤推定の一致性

仲北祥悟

ロジスティック回帰は，統計学・機械学習におけるもっとも基本的な 2値分類モデルの 1つで
ある．Rp × {0, 1}値確率変数列 {(xi, yi); i = 1, . . . , n}を教師ありデータとして受け取り，yiを次
の条件つき Bernoulli分布に従う確率変数としてモデリングする：すなわち，ある θ ∈ Rpが存在
して，任意の i = 1, . . . , nおよび a ∈ {0, 1}に対して，

P (yi = a|xi) = σ (⟨xi,θ⟩)a (1− σ (⟨xi,θ⟩))1−a

が確率 1で成り立つとするのがロジスティック回帰である．ここで，σ(t) = 1/(1+ exp(−t))とす
る．パラメータ θは，xiの実現値がどのように条件付き確率 P(yi = 1|xi)に影響するかを表現す
るパラメータであり，ロジスティック回帰での推定対象となる．その解釈の簡明さから，広く応
用されている統計・機械学習モデルの 1つである．
本講演では，特に高次元設定下での θの推定を議論する．低次元設定で一般的な推定方法は，

負の対数尤度関数，すなわち経験リスク関数を最小化する最尤推定である．ここで，経験リスク
関数Rn : Rp → [0,∞)は

Rn (θ) =
1

n

n∑
i=1

(−yi log (σ (⟨xi,θ⟩))− (1− yi) log (1− σ (⟨xi,θ⟩)))

と表される．最尤推定のモチベーションは，特にこの経験リスク関数 Rn(θ)の最小化問題は母
集団リスク関数R(θ) = E[Rn(θ)]の最小化問題に対する近似と見なすことにある．入力次元 pが
サンプル数 nに対して十分小さいならば，この考えが正しいことは古典的な統計的漸近理論の枠
組みで示される．一方で，pが nに対してある程度大きいならば，この考えの正当化は難しくな
る．この最小化問題が高い確率で不良設定問題となり得ることや (Candès and Sur, 2020) ，良設
定問題であっても真値に対してバイアスを持ち得ること (Sur and Candès, 2019) が近年示されて
いる．本講演では，どのような設定であれば確かに経験リスク関数の最小化が母集団リスク関数
の最小化問題に対する近似となるかを考える．
特に，半径 R ≥ 0の閉球 B[R] = {θ ∈ Rp; ∥θ∥ ≤ R}上での Rn(θ)の R(θ)に対する一様大数

の法則を調べる．制約条件のない Rp上でのRn(θ)の最小化の代わりに，次の制約最小化問題を
考える．

minimize Rn (θ) subject to ∥θ∥ ≤ R. (1)
これは有界凸集合上での平滑凸最適化問題であり，その解は常に存在し，計算機で効率的に求め
ることができる．このような問題の代替は，実際的であり，先行研究でもしばしば置かれる設定
である (Kuchelmeister and van de Geer, 2024; Hsu and Mazumdar, 2024)．もしRn(θ)が B[R]上
で R(θ)に一様に近いのであれば，凸最適化問題 (1) は母集団リスク関数 R に対する次の凸最
小化問題に対して良い近似となる．

minimize R (θ) subject to ∥θ∥ ≤ R. (2)

東京大学大学院総合文化研究科附属先進科学研究機構
E-mail address: nakakita@g.ecc.u-tokyo.ac.jp.
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高次元ロジスティック回帰における最尤推定の一致性

このアイデアは，一様大数の法則が成り立つならば漸近的に正当化される．すなわち，次の一様
概収束

P

(
lim
n→∞

sup
θ∈B[R]

|Rn (θ)−R (θ)| = 0

)
= 1 (3)

が成り立つならば，確かに経験リスク関数の最小化は母集団リスク関数の最小化問題の近似と見
なせる．このような最小化問題の漸近的な同値性を導くために，一様集中不等式を議論する．

1つの有望な仮説は，最小化問題 (1)の固有次元が nに対して十分小さい時には，確かに Rn(θ)

は R(θ) に対して近いだろうと考えることである．有力な固有次元としては，Σ := E[xix
⊤
i ]の有

効ランク r(Σ) = tr(Σ)/∥Σ∥が挙げられる．ここで，行列 Σに対して ∥Σ∥はスペクトルノルム
を表す．古典的な Rademacher複雑度とMcDiarmidの不等式を用いた議論により，次の次元非
依存一様集中不等式を得ることができる (Bach, 2023)：適当な正数 K > 0に対して有界性条件
P(∥xi∥2 ≤ K2tr(Σ)) = 1の下，任意の正数 δ ∈ (0, 1]に対して，1− δ以上の確率で，

sup
θ∈B[R]

|Rn(θ)−R(θ)| ≤ 2

√
R2∥Σ∥r(Σ)

n
+

√
8 (1 +R2K2∥Σ∥r(Σ)) log δ−1

n
(4)

が成り立つ．ここで，入力次元 pは右辺に現れていないことは注目に値する．この不等式から，
確かに r(Σ)は pよりもこの問題の固有次元をよく表現していると言える．
しかし，この一様集中不等式 (4)は一様大数の法則 (3)を考える上ではタイトではない．Borel–

Cantelliの補題と一様集中不等式 (4)によって，一様大数の法則の十分条件 r(Σ) logn/n→ 0を得
るが，この lognの項は明らかに余分である．例えば極端なケースとして，r(Σ) ≍ n/ lognを考え
ると，r(Σ)/n→ 0であるから，一様大数の法則が成り立つと期待できる．しかし，r(Σ) logn/n ≍ 1

であるから一様集中不等式 (4) は一様大数の法則を導かない．
本講演では，これを改善する新しい次元非依存一様集中不等式を示す．正則条件の下，Σ, n,

および p に依存しない定数 c > 0 が存在して，任意の正数 δ > 0に対して，1− δ 以上の確率で，

sup
θ∈B[R]

|Rn (θ)−R (θ)| ≤ c

√
∥Σ∥r(Σ) + (1 + ∥Σ∥)2(1 + log δ−1)

n
(5)

が成り立つ (Nakakita, 2024)．この上界により，r(Σ)/n→ 0が一様大数の法則の十分条件となる．
参考文献

Bach, F. (2023). Learning Theory from First Principles. https://www.di.ens.fr/~fbach/ltfp_
book.pdf

Candès, E. J. and Sur, P. (2020). The phase transition for the existence of the maximum likelihood
estimate in high-dimensional logistic regression. The Annals of Statistics, 48(1):27–42.

Hsu, D. and Mazumdar, A. (2024). On the sample complexity of parameter estimation in logistic
regression with normal design. In The Thirty Seventh Annual Conference on Learning Theory,
pages 2418–2437. PMLR.

Kuchelmeister, F. and van de Geer, S. (2024). Finite sample rates for logistic regression with small
noise or few samples. Sankhya A. Advance online publication.

Nakakita, S. (2024). Dimension-free uniform concentration bound for logistic regression.
arXiv:2405.18055 [math.ST].

Sur, P. and Candès, E. J. (2019). A modern maximum-likelihood theory for high-dimensional
logistic regression. Proceedings of the National Academy of Sciences, 116(29):14516–14525.
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シンポジウム「あたらしい統計科学」報告書
平木 大智（東京大学経済学研究科）

作成日：2024年 10月 12日

1 基本情報
• シンポジウム名：あたらしい統計科学
• 主催：科学研究費・基盤研究（A) 「大規模複雑データの理論と方法論の革新的展開」 （研究代表者：
青嶋 誠（筑波大学）, 課題番号：20H00576）

• 開催日時：2024年 9月 23日 - 9月 24日
• 会場：石川県政記念 しいのき迎賓館 三階 セミナールーム B

2 シンポジウム内容・所感
2.1 9 月 23 日 特別セッション「地震の大規模複雑データ解析」
1 日目のセッションは、2024 年 1 月に発生した能登地震にちなんだものであった。本セッションでは統計

数理研究所・東京大学から 4 名の先生がご講演され、先端的な深層学習の手法から古典的なモデルを用いた手
法まで幅広い研究結果をご報告されていた。地震は空間・時間の方向に従属性を持ち、それらの複雑な情報を
適切にモデル化する難しさを実感した。
空間・時間方向のの従属性の扱いは、私の専攻する経済学に関連する分野でも非常に重要である。その意味
で最も興味深かったのは統計数理研究所の熊澤先生・床先生が扱っていらっしゃる ETAS モデルであった。
本モデルは自己励起性（ある現象の発生がその後の現象の発生確率に影響を及ぼす）を適切に描写するモデル
であり、地震の分野から提案・発展してきたものである。一方で ETAS モデル、もしくは似た考え方により
提案されたモデルは、地震と同様の現象を見せる一部の金融データ・マクロデータに対しても適用可能である
ように考えられ、実際にそのようなアプローチをとる計量経済学分野の先行研究が少数ながら見られた。個人
的な感想となるが、私自身の研究に対し新たなアプローチを提示していただける、とても良い機会となった。
特別セッション終了後は通常セッションとなり、竹内先生（名古屋大学）・間野先生（統計数理研究所）によ
るご講演がなされた。天体や拡散過程に関する、理論応用の両側面で興味深いご講演であった。

2.2 9 月 24 日 通常セッション（報告者講演日）
2 日目のセッションでは、統計数理研究所、および各大学から多くの先生・学生が発表された。発表テーマ

は様々であるが、概ね「大規模複雑データ」に関連するものであった。
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24 日は丸山先生（神戸大学）が座長を務める最初のセッションにて報告者は講演を行った。演題は
「Stochastic Volatility in Mean: Efficient Analysis by a Generalized Mixture Sampler」であり、内容は金
融データの特徴を捉えるのに優れた stochastic volatility in mean model のパラメータを推定するための手
法を与えるものである。本講演において、長尾先生（東京大学）、矢野先生（統計数理研究所）、および間野先
生（統計数理研究所）から非常に有益なご質問・関連情報のご提示をいただいた。特に矢野先生には講演後に
私の講演内容をより改善するための、関連する先行研究をいくつか共有していただいた。非常に収穫のある講
演をさせていただき、今後の研究活動も一層邁進する所存である。
24日は 報告者含め 10名の先生・学生が講演を行い、23 日に続き多くの質問もなされる活発な時間となっ

た。私の専攻するベイズ統計学に関連するものとして、入江先生（東京大学）、丸山先生（神戸大学）のご講演
は非常に興味深いものであった。特に入江先生による「逐次ベイズ予測統合」は私の扱う高頻度の金融データ
に対しても重要なトピックであり、直接的な応用の可能性を感じさせる実りのあるご講演であった。その他で
は二階さん（九州大学）は「精度行列の推定に基づく共分散構造のロバスト推定に関する研究」の題でご講演
をされており、当該分野で観測される非自明な現象の原因を解明するご研究をなされていた。二階さんのご研
究自体が興味深い一方、彼が修士２年生で私と同学年であるということで、同年代にも研究に励んでいる方が
いるという点で、私自身の研究のモチベーションを保つのにも良い機会となった。

3 おわりに
開催責任者である星野先生（金沢大学）、主催の青嶋先生（筑波大学）、また私の研究にアドバイスをいただ
いた先生方をはじめとする参加者の方々にあらためて感謝いたします。
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「逐次ベイズ予測統合」
東京大学経済学部　　　入江　薫

予稿の通り、ベイズ予測統合の逐次分析に関する研究について講演した。予稿の内容を講演するのに先立
ち、ベイズ予測統合に関する基礎事項について、Masuda and Irie (2024) arXiv:2409.09660に基づいて解説
した。

講演後には、以下の質疑および議論があった。

• 逐次モンテカルロ法の実施においては、有効サンプルサイズを随時計算し、一定水準を下回った場合に
は粒子退化の問題があると判断して、マルコフ連鎖モンテカルロ法を用いて計算をやり直すことを提案
している。実際の有効サンプルサイズは時点ごとに上下するが、この値は更新回数とともに単調減少す
るものではないかと質問があった。これは粒子をリサンプリングせず重みのみを更新する場合には正し
いが、本研究では毎回粒子のリサンプリングを行っているためこのような挙動となっている。
また、それにより粒子退化の問題が完全に払拭されるわけではないが、逐次モンテカルロ法によって計
算した事後分布は、マルコフ連鎖モンテカルロ法を繰り返し行った計算した「真の事後分布」に極めて
近いことから、計算の正確性を確認している。
また関連して、パラメータが高次元の場合に逐次モンテカルロ法が本質的に困難になる問題についても
指摘があった。この出張も一般的には正しいが、本研究における応用においては、上述の事後分布の比
較などを通じて、近似精度の正確性を担保していると返答した。

• ベイズ予測統合はモデルにではなく、予測分布に関して確率を考える枠組みであると説明した。その点
を踏まえると、もはやモデルを考える必要はなく、それどころか統計モデルに基づかない予測分布も統
合可能であるのかと質問があった。この指摘は正しく、先行研究でも同様の指摘がなされており、実際
に人間の専門家による予測（エコノミストによる経済予測）をベイズ予測統合により合成して予測を
行った先行研究があることを紹介した。

• 自然科学分野への応用可能性について議論があった。ベイズ予測統合は経済および公衆衛生分野で応用
されているが、他分野でも広く活用されることが期待される。
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Minimaxity under the half-Cauchy prior
神戸大学・経営　丸山 祐造 東京大学・計数 & 理研・CBS　松田 孟留
正規分布によるベイズ階層モデル

y | β ∼ Np(β, Ip), β | κ ∼ Np

(
0,

1 − κ

κ
Ip

)
, κ ∼ π(κ), for κ ∈ (0, 1)

を考える。Polson & Scott (2012, Bayesian Analysis) は，上記モデルにおけるベイズ推論で

π(κ) ∝ κ−1/2(1 − κ)−1/2

を推奨した。π(κ)は limκ→0 π(κ) = limκ→1 π(κ) = ∞ を満たす U字型であり，連続型の spike and
slab priorと理解できる。また変数変換 λ =

√
1/κ − 1 ∈ (0, ∞)により，密度が

π(λ) ∝ 1
1 + λ2 I(0,∞)(λ)

と変換されることが half-Cauchy priorと呼ばれる所以である。
さて β ∈ Rp の推定問題において，推定量の良さを平均二乗誤差で測るとき，MLE である y

は p ≥ 3 のとき非許容的である。Polson & Scott (2012) が half-Cauchy prior を推奨する根拠は，
half-Cauchy priorのもとでのベイズ推定量

β̂HC =

(
1 −

∫ 1
0 κp/2+1/2(1 − κ)−1/2 exp(−κ∥y∥2/2)dκ∫ 1
0 κp/2−1/2(1 − κ)−1/2 exp(−κ∥y∥2/2)dκ

)
y

が良い性質を持つことである。特に，彼らは β̂HC が MLE yを優越すること，つまり

E[∥β̂HC − β∥2] ≤ E[∥y − β∥2] = p (⋆)

を数値的に示唆した。本発表では以下のように，理論的に (⋆)を示す。

定理 p ≥ 7のとき，half-Cauchy priorのもとでのベイズ推定量 β̂HC は yを優越する。

(⋆)であるための Stein’s unbiased risk estimates に基づく十分条件は，
p − 5

2
+ (p + 3)M(−1/2, p/2 + 2, w)

M(1/2, p/2 + 2, w)
− p + 1

2
M(−1/2, p/2 + 1, w)
M(1/2, p/2 + 1, w)

≥ 0 for all w ≥ 0 (⋆⋆)

で与えられる。ただし，M(b, c, w)は合流型超幾何関数

M(b, c, w) = 1 +
∞∑

i=1

b · · · (b + i − 1)
c · · · (c + i − 1)

wi

i!
.

である。定理の証明においては，(⋆⋆)に登場する合流型超幾何関数の比を
M(−1/2, p/2 + 2, w)
M(1/2, p/2 + 2, w)

≥ −1
5

for p ≥ 11

のように下から抑えることが肝要である。その際に，区間演算により精度保証をして，厳密に不等
式が成立することを確認する。我々の知る限り，統計的決定理論・数理統計学において，区間演算
を用いた証明は見当たらず，その点においても新規性があると考える。
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A revisit to the shrinkage estimator of normal mean vector restricted to a
polyhedral cone

Yuan-Tsung Chang (ISM) and Shinozaki Nobuo (Keio University)
Grant-in-Aid for Scientific Research (A) 20H00576 Symposium, Sep. 23-24/2024 at Kanazawa

Introduction : Here we focus on the simultaneous estimation of p-dimensions normal means which are restricted
on polyhedral cone. In simultaneous estimation of normal means when there are no restrictions given on the
normal means, Stein (1961) has proposed an estimator called Stein estimator which shrinks the UE to the origin
and dominates the UE under squared error loss when dimensions are greater than or equal to 3. Alternatively,
when there are restrictions given on normal means, does Stein type estimators still improve upon the UE ? Based
on the above motivations, Chang (1981) first proposed the Stein type estimator when there are linear inequalities
given on the normal means. Sengupta and Sen (1991) extended Changs results to the positive homogenous set.
Fourdrinier, Strawderman and Wells (2018) also discussed the normal mean vector restricted to a polyhedral cone
by applying the lemma of Sengupta and Sen (1991). Amirdjanova and Woodroofe (2004) have also proposed Stein-
type estimators when normal means are restricted to convex polyhedral cones. They showed that shrinking MLE
towards an appropriate target(including the origin and sample mean) can also reduce the mean squared error.
The summary: Here we summarize Chang’s result about the simultaneous estimation of normal means under
linear inequality restrictions. We introduce Sengupta and Sen’s (1991) results about the estimation of normal mean
in positive homogenous set, the results of Fourdrinier et al. (2018) and Amirdjanova and Woodroofe (2004).
(i) Let X ∼ Np(θ, I), there are restriction Tθ ≥ 0, is given on unkonwn θ, where T is known matrix. Chang
(1981) proposed a Stein type estimator when unknown mean vector θ is restricted Tθ ≥ 0 as follows.

Stein type estimator which shrinks X to the origin if TX ≥ 0 :

δO(X) =


(

1− a

X
′
X

)
X, if TX ≥ 0

θ̂(X), the MLE of θ, otherwise,
(1)

where a is constant.
(ii) Sengupta and Sen (1991) have considered a positive orthant model with arbitrary covariance matrix.

Let X ∼ Np(θ,Σ) and restriction θ ≥ 0 is given, where Σ is assumed to be known and positive definite. For
p ≥ 1, let Np = {1, . . . , p}, A is a subset of Np ordering by natural ordering and B = Np \ A. We denote the
cardinality of A by |A|. For p-dimensional vector X and a subset A ⊆ Np. Let XA denote |A|-dimensional vector
consisting of the components whose indices belong to A. Let

XA:B(Σ) = XA − ΣABΣ−1
BBXB ,

where ΣAB denotes |A| × |B| submatrix of Σ consisting of the rows in A and columns in B, respectively, ΣBB is
defined similarly. For ∅ ⊆ A ⊆ Np, let

XA(Σ) = {X ∈ Rp|Σ−1
BBXB ≤ 0,XA:B(Σ) > 0}.

Then from Kudo’s (1963) result, the subset XA(Σ), A ⊆ Np are disjoint and
⋃

A⊆Np
XA(Σ) = Rp. For every

A ⊆ Np, if u and v are |A| and p− |A| vector, respectively, we define

[PA(u,v)]i =

{
ui, if i ∈ A
vi, if i ∈ B,

Then the RMLE of θ is given by

θ̂
RMLE

= Σ∅⊆A⊆Np
PA(XA:B(Σ),0)IA(X ∈ XA(Σ)) (2)

where IA(·) is indication function. Sengupta and Sen (1991) have proposed the shrinkage estimator

θ̂
SRMLE

= Σ∅⊆A⊆Np
IA(X ∈ XA(Σ))

(
1−ca

1∥∥θ̂RMLE∥∥2

Σ

)
θ̂
RMLE

, where
∥∥θ̂RMLE∥∥2

Σ
=

(
θ̂
RMLE

)′

Σ−1

(
θ̂
RMLE

)
.

(iii) Fourdrinier et al. (2018) consider the θ is restricted to the polyhedral cone, C = {x|γ′

ix ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m}
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for fixed linear independent vectors γi ∈ Rp, i = 1, . . . ,m, and assume that C has non-empty interior C 0.
Some properties about polyhedral cone : P.1) C is positively homogeneous, close and convex. P.2)For each
x ∈ Rp, the projection of x onto C , PCx ∈ C , which is a unique point in C such that ||PCx−x|| = infy∈C ||y−x||.
P.3)C may be partitioned into Ci, i = 0, . . . ,m, that is C =

⋃m
i=0 Ci, Ci,∩Cj = ∅, i 6= j, i, j = 1, . . . ,m, where

C0 = C 0 and Ci, i = 1, . . . ,m are relative interior of the proper faces of C . P.4)Let Di = P−1
C Ci , then Di, i =

0, . . . ,m form a partition of Rp. P.6)For each x ∈ Di we have PCx = Pix, where Pi is the orthogonal linear
projection onto the si-dimensional subspace Li spanned by Ci. Also, for each x, the orthogonal projection on L⊥i ,

is equal to P ∗Cx, where C ∗ = {y|x′
y ≤ 0} is the polar cone corresponding to C . P.6) Additionally, if x ∈ Di, then

aPix+ P⊥i x ∈ Di for all a > 0, so Di is positively homogenous in Pix for fixed P⊥i x. Hence, we may express.

δC =
m∑
i=0

IDi
(X)PiX. (3)

They proposed shrinkage estimator as

δ(X) =
m∑
i=0

(
1− σ2 gi(||PiX||2)(si − 2)+

||PiX||2

)
PiXIDi

(X) (4)

dominates the rule δC (X) provided 0 < gi(t) < 2, gi(·) is absolutely continuous and g
′

i(t) ≥ 0, for each i =
0, 1, . . . ,m.
(iv) Amirdjanova and Woodroofe (2004) have proposed a shrinkage estimator which shrinks to an appropriate
target when θ is restricted to polyhedral cone, Ω = {z|γ′

iz ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m} for fixed linear independent vectors
γi ∈ Rp, i = 1, . . . ,m. Thus m ≤ p. Given x, let θ̃ = θ̃(x) be the projection of x onto Ω.

Let L be the orthogonal complement of span{γ1, . . . ,γm}, and Γ = [γ1, . . . ,γm](p×m), let Γ(Γ
′
Γ)−1 =

[δ1, . . . , δm](p×m), and let δm+1, . . . , δp be an orthonormal basis for L. Then δ1, . . . , δp is a basis for Rp and

γ
′

iδj = 1, if i = j and γ
′

iδj = 0, if i 6= j, since Γ
′
[δ1, . . . , δm] = Im and Γ

′
[δm+1, . . . , δp] = 0. So if z ∈ Rp is

written as z =
∑p

i=1 ciδi, then cj = γ
′

jz for j = 1, . . . ,m, and z ∈ Ω ⇐⇒ c1, . . . , cm ≥ 0.

Recall that θ̃ = θ̃(x) is the projection of x onto Ω, and write θ̃ =
∑p

j=1 c̃jδj , where c̃j = c̃j(x) = γ
′

j θ̃ ≥ 0 for
j = 1, . . . ,m.

For subsets a ⊆ {1, . . . ,m}. and ac = {1, . . . ,m} \ a and Ba = {x ∈ Rp|c̃j > 0 for j ∈ a and c̃j = 0 for j ∈ ac}.
We list some properties about Ba as follows: P.1’) The set Ba partition Rp and their boundaries are of Lebesque
measure zero (Meyer and Woodroofe(2000). P.2’) If x ∈ Ba, then θ̃ is projection on x onto span{δj , j ∈ a ∪
m+ 1, . . . , p} and x− θ̃ is the projection of x onto span{γj , j ∈ ac}.

If a = {k1, . . . , kr}, where 0 = k0 < k1 < k2 < · · · < kr < kr+1 = min{(m+ 1), p}, let

Xa = [δk1
, . . . , δkr

](p× r). (5)

Then Pa = Xa(X
′

aXa)−1X
′

a is the projection operator onto span{δj , j ∈ a} and θ̃(x) = Pax + ΠLx, forx ∈ Ba,
where ΠL is the projection of x onto L.

The target estimator Let 1 ≤ ` ≤ m be a fixed integer and define the target estimator θ̃
0

=
∑p

j=`+1 c̃jδj .
Equivalently, for x ∈ Ba, let a = {k1, . . . , kr} be as (5) and s denote the unique integer for which ks ≤ ` < ks+1.
Then

θ̃
0

=
r∑

j=s+1

c̃kj
δkj

+

p∑
j=m+1

c̃kj
δkj

,

where an empty sum is to be interpreted as zero. Thus since γ
′

iδj = 0 for i ∈ ac and j ∈ a ∪ {m+ 1, . . . , p},

θ̃ − θ̃
0

=
s∑

j=1

c̃kj
δkj

= Qax and (x− θ̃)
′
(θ̃ − θ̃

0
) = 0,

where Ma =

[
Is 0
0 0

]
, Qa = XaMa(X

′

aXa)−1X
′

a, Q2
a = Qa and tr(Qa) = s. To be noted that s depends on a

and if ` = m then θ̃
0

= ΠLx is the projection of x onto L and for any a ⊆ {1, . . . ,m}.
They proposed the shrinkage estimator is

θ̃ = θ̃
0

+

[
1− (D − 2)+ g(||θ̃ − θ̃

0
||2)

||θ̃ − θ̃
0
||2

]
(θ̃ − θ̃

0
),

where D = tr(Qa) and g be an absolutely continuous, non-decreasing function on [0,∞), for which 0 ≤ g ≤ 2.
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Brownian Motion, the Fredholm Determinant,
and Time Series Analysis

田中 勝人（一橋大学名誉教授）

[0,1] 上で定義されたブラウン運動 {W (t)} の 2 次および 1 次の汎関数，さらにそれらの比の統計量の
分布を導出する方法について，以下の (1)，(2)，(3) の報告をした．

(1) フレッドホルム行列式 (FD) の一般的な導出方法
K(s, t) が対称，連続，ほぼ定符号の核関数のとき，統計量

S =

∫ 1

0

∫ 1

0

K(s, t) dW (s) dW (t)

の特性関数は，Anderson-Darling (1952) の定理により，

E
(
eiθS

)
= E

[
exp

{
iθ

∫ 1

0

∫ 1

0

K(s, t) dW (s) dW (t)

}]
=

∞∏
n=1

(
1− 2iθ

λn

)−1/2

=
(
D(2iθ)

)−1/2

で与えられる．ここで，D(λ) は K(s, t) の FD，{λn} は K(s, t) の固有値で，重複度の分だけ繰り返さ
れる．

FD は，本来，積分方程式に基づいて無限級数

D(λ) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)ndn
n!

λn, dn =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣
K(t1, t1) K(t1, t2) · · · K(t1, tn)

...
...

...
K(tn, t1) K(tn, t2) · · · K(tn, tn)

∣∣∣∣∣∣∣ dt1 · · · dtn
で定義されるが，この定義から FD を求めるのは困難であるので，導出可能な一般的方法を提案した．そ
れは，積分方程式を同値な微分方程式および境界条件に変換して固有値がみたす方程式から導出する方法
である．

(2) 特殊な場合の FD の効率的な導出方法
核関数が

K1(s, t) = min(s, t)− st−
m∑
j=1

ψj(s)ψj(t), ψj(0) = ψj(1) = 0,

K2(s, t) = 1−max(s, t)−
m∑
j=1

ψj(s)ψj(t), ψj(1) = 0

の場合に，これらの FD D1(λ), D2(λ) を微分方程式を使わずに，より効率的に導出できる次の公式を求
めた．

D1(λ) =
sin

√
λ√

λ
|P1(λ)|, D2(λ) = cos

√
λ |P2(λ)|

ここで，P1(λ) と P2(λ) は m 次の対称行列で，各要素は積分で定義されるが，数式処理言語を使うことに
より容易に計算できる場合が多い．例えば，Tanaka (1996) において MA モデルの単位根検定で使われた

K1(s, t) = min(s, t)− st−
3∑

j=1

ψj(s)ψj(t),

ψ1(t) =
√
2it(1− t), ψ2(t) =

√
10t2(1− t), ψ3(t) =

√
10t(1− t)2
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に対する FD は，数式処理を使って次のように求めることができる．∣∣P1(λ)
∣∣ =

720

λ3
√
λ sin

√
λ

(
4(6 + λ)− 8(3− λ) cos

√
λ−

√
λ(24− λ) sin

√
λ
)
,

D1(λ) =
sin

√
λ√

λ

∣∣P1(λ)
∣∣

=
720

λ4

(
4(6 + λ)− 8(3− λ) cos

√
λ−

√
λ(24− λ) sin

√
λ
)

= 1− 3

70
λ+

1

1260
λ2 − · · · .

(3) さまざまな統計的問題への適用
上記の方法は，次のような統計的問題に適用できることを報告した．

(a) 分布の適合度検定統計量の分布．ただし，局所対立仮説のもとでの分布は，FD の他に，レゾルベン
トに関連する計算が必要になる．例えば，

S =

∫ 1

0

(
X(t) +m(t)

)2
dt, X(t) :平均 0 の正規過程, m(t) :連続関数

と表される統計量の場合には，レゾルベントに関連する計算が必要となる．

(b) 状態空間モデルを使ったパラメータの constancy に関する LBI 検定統計量の帰無および局所対立仮説
のもとでの分布．例えば，

yj = βj + εj , βj = βj−1 + ηj ,

(
εj
ηj

)
∼ NID

(
0,

(
σ2
ε 0
0 σ2

η

))
(j = 1, . . . , n)

において，β0 が未知定数の場合，局所対立仮説 H1 : ρ = σ2
η/σ

2
ε = c/n（n は標本サイズ，c は正定

数）のもとで，LBI 統計量は

S =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
K(s, t) + cK(2)(s, t)

]
dW (s) dW (t), K(2)(s, t) =

∫ 1

0

K(s, u)K(u, t) du

と表すことができる．

(c) MA モデルにおける単位根 LBIU 検定統計量の分布．局所対立仮説のもとでの統計量は，上記 (b) と
同様の表現となる．例えば，yj = µ+ εj − αεj−1 における α の単位根検定の LBIU 統計量は，局所
対立仮説 α = 1− c/n のもとで，上記 (b) の統計量 S で K(s, t) = min(s, t)− st− 3st(1− s)(1− t)
となる．

(d) ARモデルにおける単位根検定統計量の分布．最小 2乗推定量に基づく単位根検定統計量の局所対立仮説
のもとでの分布は，Ornstein-Uhlenbeck 過程を含む比の形の表現となる．例えば，yj = ρyj−1+εj の
ρ の単位根検定において，対立仮説 H1 : ρ = 1− c/n のもとでの統計量は

∫ 1

0
Y (t) dY (t)/

∫ 1

0
Y 2(t) dt

に収束する．ここで，dY (t) = −cY (t) dt+ dW (t) である．c = 0 の場合が帰無仮説で，Y (t) はブラ
ウン運動となる．

(e) 離散的な多重単位根過程の連続バージョン

Fg(t) =

∫ t

0

Fg−1(s) ds =
1

g!

∫ t

0

(t− s)g dW (s)

に対して，統計量

Sg =

∫ 1

0

F 2
g (t) dt =

∫ 1

0

∫ 1

0

Kg(s, t) dW (s) dW (t), Kg(s, t) =

∫ 1

max(s,t)

(s− u)(t− u))g

(g!)2
du

の分布を導出した．

(f) フラクショナル・ブラウン運動の 2 次汎関数の分布は未解決問題であるが，その近似分布を導出した．
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精度構造の推定に基づく共分散構造のロバスト推定に
関する研究

Soma Nikai1, Yuichi Goto2, and Koji Tsukuda3

1Graduate School of Mathematics, Kyushu University
2Faculty of Mathematics, Kyushu University
3Faculty of Mathematics, Kyushu University

一般に共分散行列の任意のスカラー倍は共分散構造や Scatter Matrix, Shape Matrixと呼ばれ
る. 共分散構造の推定は, 単に変数間の関係に関する記述を得るだけでなく, 主成分分析や因子分
析など様々なデータ解析手法を用いることで, より細かなデータの解釈を得ることに役立つとい
う観点からも重要である.

p次元母集団分布 F を考える．単純のためにE[x] = 0とし, 共分散行列 Σ := E[xx⊤] ∈ Sp
+が

存在するとする (ここで, x ∼ F )．そして, 分布 F からのサイズ nの i.i.d.サンプル x1, . . . ,xn

について考える. このとき, Σの推定量として標本共分散行列 (SCM) S := 1
n

∑n
i=1 xix

⊤
i ∈ Sp

+

がよく用いられる. また, 共分散構造の推定量としてシンプルに SCMのスカラー倍がよく用い
られる. ここで Sp

+は p× p半正定値対称行列全体の成す集合であり, Sp
++は p× p正定値対称行

列全体の成す集合であるとする. また, (·)⊤ で行列やベクトルの転置を表す.

しかしながら, SCMは外れ値の影響を受けやすいことが知られており, したがって外れ値が混
入している恐れがあるデータに対して用いることは推奨されていない [2]．また, データの次元が
高い場合, SCMの推定精度は良くないことも知られている [1]． 更に, データの次元が高くなる
ほど外れ値の検出は一般に難しくなる [2].

講演では, 上記の問題に対処する方法を議論した. 特に, Tr[V ] = pを満たす共分散構造 V ∈
Sp
++(i.e. 共分散行列 Σが存在するとき V = (p/Tr[Σ]) · Σを満たす V )を外れ値の混入に対して
ロバストに推定する方法について, まずは代表的な既存手法を説明し, 特に既存手法がうまくい
かない状況を指摘した. そして, その状況に対処するための手法を提案した. ここで, 任意の正方
行列 Aについて Tr[A]で Aのトレースを表している. なお, 制約 Tr[V ] = pは共分散構造を識別
するためによく用いられる基準の 1つである.
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バイアスデータに対する非対称カーネル密度推定

柿沢 佳秀 (北大経済)

1．はじめに　台を半無限区間 [0,∞)とする密度 fを持つ母集団からの標本{X, . . . , Xn}
を直接にはサンプリングできないが，その代わりに，観測される {Y1, . . . , Yn}は重み
付き密度

fw(x) =
w(x)f(x)

μw

, x ≥ 0

に従うような状況を考えた1．ここにwは正値関数で μw =
∫ ∞
0 w(t)f(t) dt(> 0)とした．

特に w(t) = tの場合がレングス・バイアス (LB)な設定で，その密度を fLBと書く．
先行研究 (e.g., Bhattacharyya et al.(1988), Jones(1991), Richardson et al.(1991))で

は，Rosenblatt–Parzenによる尺度型カーネルを用いたアプローチでLBサンプリング
に対して f の推定量が 2種類考察されたが，Jonesの推定法では，いわゆる，原点付近
での境界バイアス問題が起こりうる．実際，技術的には f, f ′, f ′′ の有界性と f(0) = 0

を仮定すれば2，f ′(0) �= 0の場合，境界付近のバイアスのオーダーが内点でのバイアス
のオーダーよりも悪い，という意味の境界バイアス問題が起きる．
一方，通常の直接サンプリングに対しては，古くから，リノーマライゼーション法，

リフレクション法，一般化ジャックナイフ法も議論されており，Rosenblatt–Parzenの
カーネル密度推定量の境界バイアスに回避策があった (e.g., Jones(1993)；この中には，
“局所多項式法”も含まれていた)．近年，推定するターゲット関数が区間 [0, 1]または
半無限区間 [0,∞)の台を持つ場合についてベータ・ガンマカーネル (Chen(1999,2000))

が脚光を浴びている．
本報告では，非負バイアスデータに対して非対称カーネル法を応用した．すなわち，

非対称カーネル k(·; β, x)の台を [0,∞)とし，平滑化パラメータ β = βn(> 0)は βn → 0

(n → ∞) を満たし，技術的に，正数 ε = n−1/2(say)も導入した．

2．非対称カーネルと記号　 (詳細は省略するが)非対称カーネルに応じた，個別的な
議論を避け，少なくとも非負カーネル k(s; β, x), s, x ≥ 0は以下の 3つの要請を満たす
とした (e.g., Igarashi and Kakizawa(2020)，Kakizawa(2021))：

1. μj(k(·; β, x)) =
∫ ∞
0 (s − x)jk(s; β, x) dsと

∫ ∞
0 k2(s; β, x) dsの近似，すなわち，

1) J
〈k,u〉
b (x) =

∫ ∞

0
k(t; b, x)u(t) dt ≈ u(x) + b

[
ζ1,1u

′(x) +
ζ2,1

2
xu′′(x)

]
,

2) J
〈k2,u〉
b (x) =

∫ ∞

0
k2(t; b, x)u(t) dt ≈ b−1/2ζ

u(x)

x1/2
;

1この例としてブレーキパッドを考えた．これは車の減速，及び，停止の要となる部品であり，その
疲労が蓄積されると，いっそう摩耗する傾向がある．このような故障時間分布の推測 (生存時間分析)に
おいてはバイアスサンプリング設定が重要である．Efromovich(1999; 92頁)は飲酒運転者のアルコール
濃度の比率の区間 [0, 1]データの例を挙げていたが，致命的事故を起こしてしまった飲酒運転者の場合，
非常に高いアルコール濃度が検出される可能性が高い (バイアスデータ)．

2このとき fLB(0) = f ′
LB(0) = 0であり，fLB(x)を Rosenblatt–Parzenカーネル密度推定するような

Bhattacharyya et al.(1988)の推定法では，境界バイアス問題が生じないようにみえるが，彼らの密度
推定量の定義そのものには 1/xのファクターがあり (x = 0で推定量は定義できていない)，そのため,
Jones(1991; 図 1(a)–(c))の数値実験で報告されたように, x = 0の近くでは必然的に発散してしまう．

- 27 -



2. 上界 mβ,ν(x) = sups≥0{s−νk(s; β, x)} のオーダー (直接サンプリングの場合は
ν = 0のみを仮定すればよい)；

3. k(s; β, x) の xに関する裾積分の減衰．

上記の 1で現れる定数 ζ1,1, ζ2,1と ζ (ただし，ζ2,1, ζ > 0) を用いて

Bu(x) = ζ1,1u
′(x) +

ζ2,1

2
xu′′(x) , Vu(x) = ζ

u(x)

x1/2
,

IB2
u =

∫ ∞
0 B2

u(x) dx，IVu =
∫ ∞
0 Vu(x) dxを定義した．

例 1. Amorosoカーネル族 (Igarashi and Kakizawa(2018))．

例 2. 対称分布ベースの q-MIGカーネル族 (Kakizawa(2018))．このサブクラスとして，
q → 0は対数対称カーネル族である．

例 2′. 歪分布ベースの q-BSカーネル族 (Kakizawa(2021))．ただし，例 2で対称分布を
外したため，IGと RIG相当の拡張を定義できないが，このサブクラスとして，q → 0

は対数歪カーネル族である．

例 3. インデックスが ν �= ±1/2のGIGカーネル (例外的に，ν = −1/2(IG)と 1/2(RIG)

を，正規分布ベースの例 2へ分類した；Igarashi and Kakizawa(2014)はGIGの代わり
の別名 “変形ベッセル”を採用)．

例 1から例 3の詳細は柿沢 (2024)を参照．

3．主結果 [Kakizawa(2024; to appear)による LBの場合を僅かに拡張した結果である]

　既知の正数 rに対し w(t) = tr とする3．オリジナルの密度 f の推定量として

f̂β(x) =
n−1 ∑n

i=1 Y −r
i k(Yi; β, x)

n−1
∑n

i=1(Y
r
i + ε)−1 + ε

, x ≥ 0

を提案するとき4，そのバイアスと分散について，E[Y −2r] = μ−1
w E[X−r] < ∞の下で

Bias[f̂β(x)]≈βBf (x) , x ≥ 0 (境界バイアス問題が回避された)，

V [f̂β(x)]≈ μwVf−r(x)

nβ1/2
=

(μw

xr

)Vf(x)

nβ1/2
, x > 0 , V [f̂β(0)] ≈ constant × (nβ)−1 .

ここに f−r(·) = f(·)/(·)r とした．また，Bf �≡ 0ならば，平均積分 2乗誤差について

E
[∫ ∞

0
{f̂β(x) − f(x)}2 dx

]
≈β2IB2

f +
μwIVf−r

nβ1/2

≥ 5

44/5
(IB2

f )1/5(μwIVf−r )4/5n−4/5 .

注意. (i)漸近正規性・強一致性も成立する．(ii)多次元のバイアスデータも議論できる．
3現実には r を未知とすべきだが，識別性の問題がある．実際，w(t) = tr の場合，ペア (r, f(·))と

(r + c, f−c(·))は同じ重み付き密度 trf(x)∫ ∞
0

trf(t) dt
= tr+cf−c(x)∫ ∞

0
tr+cf−c(t) dt

に至る (e.g., Gilbert et al.(1999))．

4分母に対し，概収束『(n−1
∑n

i=1 Y −r
i )−1 a.s.−→ μw』を動機とし，この近似が Op(n−1/2)であること

から，主結果の証明では f̂ ∗
β (x) = n−1

∑n
i=1 μwY −r

i k(Yi; β, x)の漸近的性質に帰着させた．
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形状位置合わせとその発展・応用
広瀬 修

金沢大学 理工研究域 生命理工学類
hirose@se.kanazawa-u.ac.jp

形状位置合わせは２つの類似形状に対し，一方の形状を変形させもう一方の形状に重ね合わせる作業である．
この作業により，類似形状の「対応点」を推定することができる．形状の対応点とは例えば左目の中心を表す点
といった，同じ意味や役割を表す点の組とされる．形状の対応点は植物の葉の幅・高さの自動計測や，既存の形
状から新たな形状を作る自動合成技術に応用することが可能である．講演では，形状位置合わせの様々な応用例
について紹介し，非線形形状位置合わせに関する自身の貢献を紹介した．また，最近，形状位置合わせを「関数
位置合わせ」に拡張し，関数位置合わせを経由して形状位置合わせを行うというアプローチを試行している．関
数位置合わせとは，２つのよく似た関数が与えられた時に，一方の関数の定義域を変形しもう一方の関数に重ね
合わせる作業である．この研究の進捗についても紹介を行った．
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