
記号力学系と数系タイル張り
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概 要

数系とそれに付随するタイル張りは, 記号力学系, ディオファン
トス近似, 数論, オートマトン, 準結晶, フラクタル解析などと密接
に関連して近年発展している. その一部である Pisot 数系とそれに
付随するタイル張りを中心に諸結果を解説する.

1 スツルム列と記号力学系

非周期的な対象は数学的扱いが難しく統一的理論が出来ないことが多

い. 例外的にスツルム列には一次元無理回転と結びつける理論が構築さ

れている. 数系タイル張りはスツルム列の高次元への一つの拡張と考え

られる. そこで, 動機の一つであるスツルム列の周辺を最初に解説する.

A を有限集合とし, AN で A の片側無限列の集合を表す. その各元 ξ

は ai ∈ A を用いて ξ = a1a2 . . . という表示をもつ. ξ の複雑度 Pξ(n) を

ξ 内の長さ n の部分語の個数と定義する. 乱数列 ξ = a1a2 . . . に対して

Pξ(n) = |A|n である. 自然数 n0,m があって n ≥ n0 のとき an+m = an

が成り立つ時 ξ = a1a2 . . . は周期的であるといい, n0 = 1 と取れるなら

ば ξ は純周期的であるという. m を周期の長さという. m が周期ならば

その倍数も周期である. 最小の長さの周期を最小周期といい `(ξ) とかく.

周期的な ξ に対して Pξ(n) ≤ n0 + `(ξ) であるから複雑度 Pξ(n) は有界と

なる. 他方 ξ が非周期的ならば Pξ(n) ≥ n + 1 が全ての n で成り立つ. 1

さらに片側無限語 ξ が全ての n に対して Pξ(n) = n + 1 を満たす ξ が存

在することが知られている. このような ξ をスツルム列という. スツルム

列は Pξ(1) = 2 だから |A| = 2 としてよいので以下 A = {0, 1} を用いる.

AN = {0, 1}N の元の有限部分語 ω に対して |ω| を ω の長さ, |ω|0 を文
字 0 の出現回数とする. このとき ξ ∈ {0, 1}N の任意の同じ長さの部分語

1異なる興味深い複雑度の定義が [64], [50], [51] で提案されている.
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ω, ω′ に対し, |ω|0 と |ω′|0 の差が −1, 0, 1 のどれかである時 ξ をバラン

ス列という. 周期列は必ずしもバランス列ではない.

正の実数 x に対しその整数部分を bxc とする. 無理数 α ∈ (0, 1) と

β ∈ [0, 1) をとり数列 un = b(n + 1)α + βc− bnα + βc と定める. u1u2 . . .

は {0, 1}N の元である. I0 = [0, 1 − α), I1 = [1 − α, 1) とおく. 周囲長 1

の円周上を秒速 α で始点 β から一定速度で回転する点を考えたときその

点の n 秒後の位置が Ii に属すならば記号 i を対応させることにより同じ

列 u1u2 . . . が得られる. 従って u1u2 . . . を回転列という. 2

Β

Β+Α

Β+2Α

Β+3Α

0

1-Α

図 1: 回転列

このとき, 次が成立する.

定理 1 (Morse-Hedlund [62], Coven-Hedlund [30]). スツルム列, 非

周期的なバランス列, 回転列の３つは全て同等な概念である.

これは組み合わせ論的性質で無理回転の特性列を特徴づけた簡明で美

しい結果である (c.f. [63], [31], また [58] に小史あり).

スツルム列はバランス列であるから 11 と 00 を同時に含むことはでき

ない. 11 を含まないスツルム列を 0 型, 00 を含まないスツルム列を 1 型

と呼ぶ. 0 型の場合 1 の隣は自動的に 0 と決まる. 従ってこの場合スツ

ルム列はたとえば 01 を a に 0 を b に置換すれば別の {a, b} からなる文
字列を生成する (1 型の場合も同様). するとこの方法で作られる {a, b}N
もまたスツルム列となる. この操作は a を 1, b を 0 と書き直せば何度で

も反復できる. このとき 0 型が生じるか 1 型が生じるかを記録する. こ

の型の {0, 1} 列に単純連分数のアルゴリズムを対応させる3 ことで, スツ
2厳密には, 端点の包含関係を逆にした (0, 1−α] と (1−α, 1] による分割に関する回

転列も考える必要がある.
3スツルム列に連分数を対応させるのは自然な発想で, 古くからいろいろな方法が考

えられている (c.f. [60], [36], [28])
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ルム列から回転数 α と始点 β を復元することが出来る (c.f. [15]). ただ

しこの議論を細かい場合分けなしで例外なく通用させるためにはスツル

ム列を両側無限列に拡張しておく必要がある.

{0, 1} 上の有限語の全体 {0, 1}∗ は語の連結で二項演算を定義すること
でモノイドとなる（単位元は空語 λ ). モノイドの準同型 f は {0, 1}N
の元 u1u2 . . . に f(u1)f(u2) . . . で自然に作用する. {0, 1}N の２元 ξ 6=
ξ′ (ξ = ξ1ξ2 . . . , ξ′ = ξ′1ξ

′
2 . . . ) の最初の異なる index を i とし距離を

d(ξ, ξ′) = 2−i で決めれば {0, 1}N は完備であり, f(0) = 0ω で ω が空

語でなければ f には 0 から始まる固定点が決まる. 例えば f(0) = 01,

f(1) = 0で準同型を定めるとき, f(0) = 01, f 2(0) = 010, f 3(0) = 01001

と繰り返すと

lim fn(0) = 010010100100101001010 . . .

に (適当な位相で)収束し Fibonacci 列と呼ばれる固定点になる. 実はこ

の固定点はスツルム列となる. このように Substitution で記述できるス

ツルム列は回転数 α が二次無理数で β が特別な形の場合にかぎる. いつ

Substitution の固定点と書けるかは上に述べた連分数展開との対応をよ

り精密に記述することで可能となる. ( [32], [19], [54], [49], [80], [66], な

お [20], [15] に優れた解説がある. )

A 上の両側無限語の全体 AZ を考える. 各点 x は x = (xi)i∈Z =

. . . x−2x−1x0x1x2 . . . と表せる. 二元 x 6= y について xi 6= yi となる i で

絶対値最小のものをとり d(x, y) = 2−|i| により距離をいれると, 片側無

限語全体同様に完備になる. スツルム列と連分数を連結する際にも片側

無限語でなく両側無限語に拡張する事が本質的に重要であった. AZ の元
x = (xi) に対してシフト作用素 σ を σ((xi)) = (xi+1) と定義すると連続

であり (AZ, σ) は位相力学系を定義する. これを全シフトという. その

AZ の閉集合 X が σ(X) = X を満たすとき (X, σ) もまた力学系であり,

これをサブシフトという. 同様に, 片側無限語の全体にもシフト作用素を

σ(x1x2 . . . ) = x2x3 . . . とすれば位相力学系を定義する. このように記号

とシフト作用素による力学系を記号力学系と呼ぶ. 有限語の集合 F を与
え, AZ （またはAN）の元 ξ でそのいかなる有限部分語も F に属さない
ようなものの全体を XF とするとサブシフトになる. F の元のことを禁
止語という. 任意の記号力学系は禁止語集合 F を与えることでXF の形
で与えることができる. F として有限集合を取ることができる場合, その

サブシフトは有限型であるという. また, XF の元に現れる有限部分語の
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全体 X∗
F が正規言語であるとき

4, すなわち X∗
F を認識する有限オートマ

トンが存在する場合に, そのサブシフトは sofic であるという. 有限型な

らば sofic であり, これらの性質は位相共役に関して不変である. sofic サ

ブシフトは有限型サブシフトの factor となる記号力学系として特徴付け

られる ([57]).

一次元トーラス T = R/Z と無理回転 g : x → x + α による位相力学系

(T, g) を考える. トーラスを I0, I1 に分割し, 軌道 x, g(x), g2(x), . . . に対

して現在そのどちらかにいるかを対応させることで {0, 1} 上の無限列を
作ったものが回転列である. この分割により (T, g) は AN = {0, 1}N のサ
ブシフトの factor となる. 与えられたスツルム列の 0, 1 パターンを組み

合わせ論的に観察することで連分数が対応し xの位置や, さらに回転数ま

で回復できる. この事により過去の状態, すなわち両側無限列としての実

態, までが復元されるのである.

この理論を原始型として様々な方向に拡張の試みがなされてきた。数

系タイル張りもそのようなものの一つと捕らえることができる.

2 ベータ展開とPisot数系

β > 1 を固定する. [0, 1) 上の区分的線形変換

Tβ : x −→ βx− bβxc,

をベータ変換という. 加法の代わりに乗法を用いた回転のようなものだ

が §1 の無理回転と異なり, Tβ は T の可逆な変換ではないことに注意す
る. 任意の実数 x = x1 ∈ [0, 1) に対してベータ変換を繰り返して

Tβ : x1
a1−→ x2

a2−→ x3
a3−→ . . . ,

を得る. 矢印の上のラベルは ai = bβxic で定める. [0, 1) を半開区間に分

割して i = 0, 1, . . . , bβc−1に対し Ii = [i/β, (i+1)/β)とし, Ibβc = [bβc, 1)

とおけば, ai は xi がどの分割に属しているかを記録していることになる.

Tβ は Rényi [69] により導入され混合性, 従ってエルゴード性が証明され

ている. このアルゴリズムにより x ∈ [0, 1) を

x =
a1

β
+

a2

β2
+

a3

β3
· · · = .a1a2a3 . . . .

4F が正規言語であることと同値

4



の形に書く下すことができる. ai は当然A = [0, β)∩Z の元である. 一般

に正数 x > 0 があればある m > 0 があって β−mx ∈ [0, 1) であるから, x

は

x = a−mβm+a−m+1β
m−1+· · ·+a0+

a1

β
+· · · = a−ma−m+1 . . . a0.a1a2a3 . . . ,

という表示をもつ. これをベータ展開という. これは通常の十進法, 二進

法などの自然な拡張である. ある ` があって n ≥ ` ならば an = 0 となる

とき x の展開は有限であるといい,

x = a−ma−m+1 . . . a0.a1a2a3 . . . a`−1

とも書く. さて 1 は Tβ の定義域には入っていないがこれも強制的に展開

すれば

Tβ : 1
c1−→ x2

c2−→ x3
c3−→ . . . .

となる. c1c2c3 . . . は 1 の展開と呼ばれる. 以降 dβ(1) と書く. このよう

な展開を考える際, dβ(1) を右無限文字列とみたり数と考えたり必要に応

じて同一視を行う. さらに

d∗β(1) =

{
dβ(1) dβ(1) が有限でない時

(c1 . . . c`−1(c` − 1))∞ dβ(1) = c1 . . . c`,

と定義する. ここで空でない有限語 u に対し u∞ は周期語 uu . . . を意味

する. d∗β(1) は 1 − ε をベータ展開したものの ε ↓ 0 の時の極限（AN の
位相による）である. A = Z∩ [0, β) 上の有限語または右無限語 ω がベー

タ展開として実際に現れるか否かは d∗β(1) により判定される. すなわち

d∗β(1) と ω を比較したとき, ω のどの出発点からみても辞書式順序で ω

のほうが小ならばベータ展開として実現され, その逆も成り立つ (Parry

[65], 伊藤-高橋 [48]). この条件が満たされる文字列を admissible である

という.

任意の有限部分語が admissible な両側無限列の全体のなすサブシフト

を β に付随するベータシフトという. 特に d∗β(1) が周期的の場合には, 文

字列が admissibleか否かは有限オートマトンを用いて記述され,逆もなり

たつ. 従ってこの場合ベータシフトは sofic である. sofic なベータシフト

を生成する β を Parry 数5 という. また, dβ(1) が有限となる事とベータ
5[65] ではベータ数と呼ばれている. β がベータ数では何を言っているのか分からな

いのでこう呼ぶべきだと Frougny が提唱しているので採用した.
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シフトが有限型になることは同値である. この場合 β を単純 Parry 数と

いう ([65], [24]). β > 1 が実の代数的整数で, 他の共役の絶対値が 1 より

小なとき Pisot 数（または Pisot-Vijayaraghavan 数）という. また β > 1

が実の代数的整数で他の共役の絶対値が 1 以下であって少なくとも一つ

の共役の絶対値が 1 のものを Salem 数と言う. R+ で非負実数を表す.

Schmidt [72], Bertrand [23] は β が Pisot数のときQ(β) ∩ R+ の元は周

期的なベータ展開を持つ事をしめした. したがって β が Pisot 数ならば

1 の展開は周期的であるので sofic シフトを与える. さらに [72] は [0, 1)

内の全ての有理数のベータ展開が周期的になるような β は Pisot 数また

は Salem 数である事を示した. しかし, Salem 数の場合に Q(β) ∩ R+ の

全ての元の β 展開が周期的になるかどうかは知られていない (Boyd [25],

[26], [27]). これらの関係を図 2 に表した. 但し, 有限性については §5 で
説明する.

図 2: Parry 数の分類

Parry 数 β は 1 より大の実代数的整数であって, 他の共役の絶対値は

β および黄金比 (1 +
√

5)/2 より小である ([65], Solomyak [76]) これは十

分条件ではない. Parry 数の代数的整数の集合の中での特徴づけもまた難

しい問題である. ([35], [18])

β を Pisot数としたときのベータ展開による数の表現の方法をPisot数

系という. [72], [23] の結果は Pisot 数系が十進法などの通常の数系と類

似していることを意味している.
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3 Pisot数系の双対タイル張り

有限集合A ⊂ N∪{0}上のサブシフトの元 ξ = (ξi)i∈Z = . . . ξ−2ξ−1ξ0.ξ1ξ2 . . .

に対して左無限語 . . . ξ−2ξ−1ξ0 を整数部分, 右無限語 ξ1ξ2 . . . を小数部分

と呼ぶ. 必要に応じ整数部分であることを右側に小数点をつけることで

表し, また左に小数点をつけることで小数部分である事を表す. i が大き

い時 ξ−i = 0 ならば整数部分は有限語で自然に書け, i が大きい時 ξi = 0

ならば小数部分を有限語で書ける. admissible な右無限語または有限語

ω = ω1ω2 . . . に対し, Sω を a−ma−m+1 . . . a0. という小数点より左に繋

がった有限語で小数点以下に ω を連結しても admissible になるようなも

のの全体とする. すなわち

Sω = {a−ma−m+1 . . . a0. | a−Ma−m+1 . . . a0.ω1ω2 . . . が admissible}

この集合 Sω のことを ω の predecessor 集合という. sofic シフトの相異

なる predecessor 集合の個数は有限であり, その逆に predecessor 集合 が

有限個であるならば対応するサブシフトは sofic である. ベータ展開を考

える際は小数部分の全体は自然に [0, 1) に全単射で対応し, 右無限語の位

相と実数の位相が対応しているが整数部分は実数の位相では有界でない

し左無限語の位相と対応しない. Thurston は Pisot 数系の場合に整数部

分をユークリッド空間のコンパクト集合に埋め込むことを考えた ([78]).

ここでは [3], [6] による formulation で述べる. β を d 次の Pisot 数とし

β(i) (i = 1, . . . , r1) を実, β(i), β(i) (i = r1 + 1, . . . , r1 + r2) を虚の共役とす

る. ここで β(1) = β とする. 当然 d = r1 + 2r2 である. Φ : Q(β) → Rd−1

を次で定義する.

Φ(x) = (x(2), . . . , x(r1),<xr1+1,=x(r1+1), . . . ,<x(r1+r2),=x(r1+r2))

このときΦ(Z[β] ∩ R+) は Rd−1 で稠密である ([3]). このとき β が Pisot

数なのでΦ(Sω) は有界となる. Tω を Rd−1 の位相に関する Φ(Sω + ω) の

閉包とする. 容易に

Tω =

{
Φ(ω) +

∞∑
i=0

a−iΦ(βi)

∣∣∣∣∣ a−ma−m+1 . . . a0.ω1ω2 . . . は admissible

}

とも書けることが分かる. Pisot 数が代数的整数の環の中で単数であると

きPisot単数という. ω が Z[β]∩ [0, 1)のベータ展開（すなわち Z[β]∩R+

の小数部分の全体) を走る時 Rd−1 =
⋃

ω Φ(Sω + ω), だが β が Pisot 単
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数であるとき Φ(Sω + ω) の全体は局所有限な Rd−1 の被覆をなすので

Rd−1 =
⋃

ω Tω を得る ([6]). これで Tω による Rd−1 の被覆ができた. こ

の被覆が（境界での重複度を除いて）何重被覆になっているかが問題で

ある. もし一重被覆ならば, sofic シフトの predecessor 集合の有限性は幾

何学的に表示され, 有限の種類のタイルによる Rd−1 のタイル張りを生じ,

さらに同じ形のタイルは平行移動で重なることになる. さらにこのタイ

ル張りは自己相似性をもつ. なぜなら a⊕ b で文字列 a, b の連結を表すと

β−1Sω =
⋃

a⊕ω : admissible

(
a

β
+ Sa⊕ω

)

となる. ここで右辺の和は a ⊕ ω が admissible となる a ∈ A をわたる.

Q(β) 上の写像 z → βmz は Rd−1 の affine 写像 Gm に次の可換図式で自

然に翻訳される.

Q(β)
×βm−−−→ Q(β)

Φ

y
yΦ

Rd−1 −−−→
Gm

Rd−1

m が正ならば Gm は縮小写像, 負ならば拡大写像である. G−1 により一

つのタイル Tω は拡大し

G−1(Tω) =
⋃
a⊕ω

Ta⊕ω

と分割されることになる. これで sofic シフトは自己相似性をもつタイル

張りとして幾何学的に実現されたのである. このような状況を Thurston

は望ましい状況と考えた. 記号が異なるが [78] に次のようにある.

‘It does not quite follow that the Kx determines a tiling of S, for they

could in principle have substantial overlap. (中略） However, in many

cases of this construction, the shingling are tilings, and the tiles are disks’.

Thurston は, 多くの場合にタイル張りとなり Tω は d − 1 次元球と同

相だろうと考えていたのである. 前者は, 現在肯定的に予想されているが,

後者には多くの反例がある. この問題に関しては, §5 以降に論ずる.
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4 低次のPisot単数の場合

二次および三次の具体例で双対タイル張りが何を意味するかを詳述す

る. 二次の場合でも自明ではなくスツルム列や substitution などの概念

が自然に生じる. η = (1 +
√

5)/2 とし, θ を x3 − x− 1 の正根としよう.

どちらも Pisot 単数であり, dη(1) = 11, dθ(1) = 10001 となるのでどちら

も単純 Parry 数である. Xη は {0, 1} を用いた両側無限語で 11 を禁止し

たものであり, 黄金比シフトとか Fibonacci シフトと呼ばれている. また

Xθ はやはり {0, 1} を用いた両側無限語で 11, 101, 1001, 10001 を禁止し

たものである. η′ = (1 −√5)/2, θ′ ∈ C \ R を θ の共役根の一つとする.

理解を助けるため最初に小数部分の直接の埋め込みによるタイル張りを

論ずる. 基本的タイル

A =

{ ∞∑
i=1

aiη
−i

∣∣∣∣∣ ai ∈ {0, 1}, aiai+1 = 0

}

から出発する. 記号的には A = {.a1a2 . . . }とかける. これは Xη の小数部

分を収束するべき級数で実現したもので,ベータ展開を考えれば [0, 1] = A

が分かる. ベータ展開では .0101 . . . は admissible ではないが, 対応する

ベータシフトではこのような右無限列を suffix にもつようなものも許さ

れるので A には右端も含まれる. さてこの A を η 倍することは, 小数部

にシフトとして作用する. 左端の文字が 0 か 1 かで次のような集合方程

式を得る.

ηA = A ∪ (1 + B), ηB = A

ここで B = {x ∈ A | a1 = 0} である. B に制限が加わる理由は, 左端に 1

が生じたのでその次の文字は 0 でなくてはならないからである. 従って

B = [0, 1/η] となり, タイル A = [0, 1] と 1 + B = [1, 1 + 1/η] は接してい

る. 平行移動の記述をやめることで状況はより明白になる. タイル A は

η 倍すると右に成長し AB という異なる長さのタイルの連結に成長する.

B は η 倍すると A に成長する. すなわち状況は Fibonacci substitution

A → AB, B → Aで完全に記述され R+ は ABAABABAABAAB . . . と

いう Fibonacci 列のあらわす二種のタイルにより非周期的にタイル張り

される. 一般に β が Parry 数の場合, 対応するサブシフトが sofic である

ためベータ展開から有限種類のタイルによるR+ のタイル張りが生じる.

これはよく知られた構成法である. 以下これを直接タイル張りと呼ぶ.

一方で双対タイル張りは整数部分の方で実現する. 基本的な双対タイ

9



ルは

T = Tλ =

{ ∞∑
i=0

x−iη
′i

∣∣∣∣∣ x−i ∈ {0, 1}, x−ix−i−1 = 0

}

である. これはベータ展開を逆の方向に伸ばしたもので記号的には

{. . . x−3x−2x−1x0.}

である. ただし, 通常の意味では収束しないので η の代わりにその共役 η′

を用いて収束させている. T の幾何学的形状が問題になるが, この場合は

容易で T は区間 [−1, η] となる. 今度は右シフトを施してみると

(η′)−1T = T ∪ T.1

を得る. ここで T.1 は記号的には {. . . x−3x−2x−1.1} と書ける. すなわち

小数部分が .1となるものの集合である. しかし, 11は禁止であるからx−1

は 0 になる. すなわち

(η′)−1T = T ∪ (η′T + η′−1)

が成り立つ. U = η′T = [−1, 1/η] と置こう. η′−1 = −η だから

η′T + η′−1 = [−1− η, 1/η − η] = [−η2,−1]

なので幾何学的に表現すると区間 T を右シフトすることで左に区間 U

が連結される. この状況は σ を {T , U} からなる語のモノイドの反準同
型（すなわち σ(xy) = σ(y)σ(x) を満たす写像）で

σ(T ) = UT , σ(U) = T

を満たすものを作れば理解できる. すなわち σ を繰り返すと

U T
U T T

UT U T T
UT U T T UT T

UT UT T UT U T T UT T
UT UT T UT U T T UT T UT UT T UT T

UT UT T UT UT T UT T UT UT T UT U T T UT T UT UT T UT T
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のようにタイル T が左右に成長していくのである. この列は両側スツル

ム列を生成し様々な性質を満たす. もっとも印象的なものを挙げよう. xy

格子に直線 y = x/η を書いたとき y 軸との交点に文字 T , x 軸との交点

に U を与え, 原点では僅かに上を通過するとして UT と置けばこの列が
得られる (図 3) . これもスツルム列の一般的性質の一つであり, このため

スツルム列はカット列とも呼ばれる (c.f. [32], 高次元版は田村 [77] をみ

よ).

UT

T
U

T
T
U

T

T
U

T

TU
T

図 3: カット列

このような現象の本質的な理由は, この列が一次元無理回転 x → η′x の
coding となっていることである. さて, 同様のことを θ で行う.

Tλ =

{ ∞∑
i=1

x−i(θ
′)i

∣∣∣∣∣ x−i = 1 → x−i−1 = x−i−2 = x−i−3 = x−i−4 = 0

}

を考えると複素平面内の compact 集合である. 同様に

(θ′)−1Tλ = Tλ ∪ T.1

(θ′)−2Tλ = Tλ ∪ T.1 ∪ T.01

. . .

(θ′)−6Tλ = Tλ ∪ T.1 ∪ T.01 ∪ T.001 ∪
T.0001 ∪ T.00001 ∪ T.000001 ∪ T.100001

のように成長していく (図 4).

今度はタイルは 5 種類ある. 全く同様に原点が T の内点であるので,

複素平面はこれらの 5 種のタイルでタイル張りされることが証明される.
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4

TΛ

T.1

T.01

T.001

T.0001 T.00001

T.000001

T.100001

図 4: 最小 Pisot数による双対タイル張り

このタイル張りは複素平面での無理回転 z → θ′z の coding と考えるこ

ともできるだろう. ただし黄金比シフトの場合のように両側無限語では

なくタイルの幾何学的形状は簡単ではない ([2]). なお, この場合タイルが

円盤と同相なことが Luo によって示された ([59]).

5 タイル張りと数系の有限性条件

§3, §4 の構成がタイル張り, すなわち一重被覆, になるかどうかは, 数

系の性質と密接に関係している. Fin(β) を有限なベータ展開の全体とす

る. Fin(β) は明らかに Z[1/β] の非負の元からなる. (β が代数的整数な

ので Z[β] ⊂ Z[1/β] に注意する. ）Frougny-Solomyak [37] は, ベータ展

開による数系において

Fin(β) = Z[1/β] ∩ R+

が成立するか否かを問題とした. この等式を満たすことを有限性条件 (F)

を満たすという.

条件 Z ∩ R+ ⊂ Fin(β) のもとで β は Pisot 数であることが導かれる

([4]) ので (F) ならば β は Pisot 数である. 逆は成り立たない. 特に β の

12



最小多項式の定数項が正であれば, β はそれ自身以外の正の共役をもつの

で (F) は成立しない. また (F) を満たすか否かを判定するアルゴリズム

が存在する ([1]). 包含関係は図 2 のようになる.

(F) の十分条件もいくつか知られている. dβ(1) = c1c2 . . . に対して

ci ≥ ci+1 が全ての i で成立するとき β は Pisot 数であり非負整数係数の

β の多項式で表せる数は全てFin(β) に属する. 加えて β が単純 Parry 数

でもある場合 (F) を満たす. これを Frougny-Solomyak 型と呼ぼう ([37]).

β の最小多項式が xd − ad−1x
d−1 − ad−2x

d−2 − · · · − a0 の形で ai ≥ 0,

ad−1 > a0 + a1 + · · ·+ ad−2 ならば (F) を満たす. これを Hollander 型と

いう ([44]). 三次の Pisot 単数で (F) を満たすものの最小多項式は

1. x3 − ax2 − (a + 1)x− 1, a ≥ 0

2. x3 − ax2 − bx− 1, a ≥ b ≥ 1 (Frougny-Solomyak 型)

3. x3 − ax2 − 1, a ≥ 1 (Hollander 型)

4. x3 − ax2 + x− 1, a ≥ 1

と分類される ([4]).

β が有限性条件 (F) を満たす Pisot 単数ならば Rd−1 の原点は Tλ の内

点であり, 他のタイル Tω (ω 6= λ) は原点を含まない. このように他のタ

イルに属さない内点を排他的内点といい, このように原点が T の排他的
内点である場合には, タイル張りが生成される.

一般の Pisot 数では, この有限性条件は必ずしも成立しない. このよう

に原点が内点とならない場合でも次の弱い有限性が成立すれば, 同様のタ

イル張りが作れることも知られている.

(W) 任意の ε > 0 と z ∈ Z[1/β] ∩ R+ に対して x, y ∈ Fin(β) があって

z = x− y, |y| < ε を満たす.

純周期的 beta 展開をもつ Z[β] の元の集合を P とすれば ω ∈ P につ
いて原点 0 ∈ Tω が成り立ち他のタイルは 0 に近づけない. すなわち 0

は
⋃

ω∈P Tω の排他的内点である. これを利用すると (W) が成立すること

と Tω の全体がタイル張り, すなわち一重被覆, となることは同値である

ことが示せる. 特に (W) の下で Tω の境界の d− 1 次元 Lebesgue 測度は

0 となる ([6]). この弱有限性 (W) は全ての Pisot 数の持つ性質ではない

かと予想されており重要な未解決問題である (Sidorov [73], [74]) . [7] で

は, 三次の Pisot 単数など幾つかの類に対して (W) を示している.
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6 マルコフ分割と準周期軌道

このように sofic シフトを幾何学的に実現することは, トーラス上の無

理回転の coding と Markoff 分割の具体的構成に密接に連関しており, こ

のことが, Pisot 数系の研究の大きな動機づけとなっている. sofic シフト

に対応し T k
β (1) = .ckck+1 . . . の全体は有限集合となるので t1, t2, . . . t` と

書く. このとき X̂β =
⋃`

i=1(−Tti)× [0, ti) に Tβ の自然拡大

T̂β : X̂β 3 (x, y) → (G1(x)− Φ(bβxc), βy − bβyc) ∈ X̂β

が定義され, ベータシフト Xβ の factor となる. X̂β は定義により幾つ

かの筒状集合の和であり, この自然な分割がMarkoff 分割を与える. こ

れにより Tβ の準周期軌道の全体を記述することが出来る. この小論の

formulation で記述すれば

定理 2 ([42], [41], [47], [34] (順に一般化)). x ∈ Q(β)∩ [0, 1) のベータ

展開が純周期的であることと (Φ(x), x) ∈ X̂β は同値である.

がなりたつのである. 証明の主要部は, Markoff 分割に常に付きまとう二

つの筒状集合の共通部分, すなわち境界の問題である (測度零であるから

といって無視できない). この場合には境界上に Q(β) ∩ [0, 1) からくる純

周期軌道は存在しない事を示すことできるのである.

より詳しく調べるには X̂β の形状を明示する必要がある. 二次の Pisot

単数の場合には X̂β は長方形二つの合併と同等になり結果が見やすいが,

三次以上の場合はフラクタル境界をもつ図形が現れる. また単数でない場

合には p-進附値に関する埋め込みも併せ考える必要が生じる (c.f. [21]). ま

たこの自然拡大は dβ(1)から定義される Parry [65]の意味の characteristic

polynomial が既約の場合には Td の自己同型と位相共役となる. この場

合には Arnoux-伊藤の理論でこの Markoff 分割の構成を捕らえ直すこと

ができる. この理論は高次元無理回転を幾何学的 substitution で具体的

に実現するものであり, 現在も高次元連分数への応用などへ研究が進んで

いる. そのアイデアは [68] に遡り, 生じるフラクタル集合は Rauzy フラ

クタルと総称されている (c.f. [16], [34], [33], [67]).

数系に基づいた Markoff分割は構成が具体的であり, タイル張りの位相

構造が易しい場合には, 数系の代数的情報から幾何学的な情報を取り出し

たり, 逆にフラクタル的な位相構造から数論的情報を得ることができる.

例えば [1] によって
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定理 3. Pisot 単数 β が (F) を満たすならば, 十分小さい正の有理数の

ベータ展開は純循環する.

が成立するが, これは (F) 条件の下で原点が Tλ の排他的内点であること

の帰結である. また

定理 4. 最小 Pisot 数 θ によるベータ展開を考える. [0, c]∩Q の全ての元
のベータ展開が純循環するような最大の cは 0.66666666608644067488 . . .

で与えられる. さらに (0, 1) に値をとる狭義の増大列 a0 < a1 < a2 < . . .

が存在し [a4i, a4i+1] 内の有理数は純循環でなく, [a4i+2, a4i+3] 内の有理数

は純循環である.

というような現象が導ける ([8]). 後者の定理はフラクタル構造の反映で

あり純代数的に導くのは困難と思われる. このようなフラクタルの幾何

と数論の連携は Pisot 双対タイル張り研究の一つの動機でもある.

7 タイル張りの位相構造

Pisot 数系タイル張りの位相構造を調べることは応用上重要である. し

かしながら知られていることは意外に少ない. Pisot 単数 β を固定すれば

タイルの連結性は多くの場合容易に示せる. これには畑 [43] の連結性の

十分条件を用いればよい. 従ってこの場合の問題は, 個別の Pisot 数でな

くその族をどう扱うかである. 一般に

定理 5. β が Pisot 単数であって dβ(1) = c1c2 . . . c` のとき c` = 1 ならば

Tω が連結である.

が成り立つ ([3], [12]). ‘c` = 1 ならば’ と書いたがこの仮定は数値実験で

は常に成立している. 言い換えると Pisot 単数 β が単純 Parry 数の場合

はタイルは連結と思われる.

一般の Parry 数 β は代数的整数であるが, dβ(1) の前周期を c1 . . . cM

とし, 周期を cM+1 . . . cM+` とすると |cM − cM+`| は β の絶対ノルムと等

しいのではないかと予想される. 類似の現象は数系タイル張りに共通に

見られる. 「力学系的に定義されるノルムと代数的ノルムが一致」すると

いう形にとらえることができるのではないかと思うのだが知られている

ことは少ない.

研究者間では, 連続する整数を用いた数系のタイルは連結であろうと漠

然と信じられていた. 特に全ての Pisot 双対タイルは当然連結であろう
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と考えられていたのだが最近の Gjini との共同で以下のような思いがけ

ない結果を導いた ([11], [12]).

定理 6. ３次の Pisot単数に対して Tω は連結である. ４次の場合には最

小多項式 x4 − ax2 − bx2 − cx − d において d = −1 のとき連結である.

d = 1 のときは常に不等式 a+ c− 2bβc ≤ 1 が成り立ち, a+ c− 2bβc ≤ 0

のとき連結, a + c− 2bβc = 1 の場合には非連結である.

この時点では a + c − 2bβc = 1 の場合少なくとも一つのタイルが非連

結という主張であったが, その後全てのタイルが無限個の連結成分を持つ

ことも示すことに成功した. 高次元では全く未解決である.

連結性に限ってもこれだけ問題が残っているにもかかわらず, タイルの

境界の記述は難しくない. Pisot双対タイルの境界はオートマトン（無限

路のため Buchi Automaton）で記述される. このことは隣接分野の研究

者には良く知られているが, 論文等に明記されていないのでここで概略を

書いておく. ( 詳しくは [45] の記述を参照. ただし考えている数系はよ

り易しい標準数系と呼ばれるものである. ）最初に, (W) 条件のもとでは

Tω たちはRd−1 の一重被覆をなし, その境界は二つ以上のタイルの共通部

分であることに注意する. ラベル付有向グラフを以下のように導入する.

Z[β] を頂点集合としその二点 z0, z1 と a, b ∈ A = {0, 1, . . . bβc − 1} に対
して z0 = βz1 + a− b が成り立つ時,

z0
a|b−→ z1

という A × A のラベル付きの辺を書く. これは無限グラフであるが, z0

が適当な原点中心の区間に入って Φ による像がある原点中心の球 B に

入るものを考えると, その本質的部分グラフ（どの頂点からも出て行く辺

と入ってくる辺が必ずあるような部分グラフ）は, 区間および球 B が十

分大ならば, そのサイズに依存せず一意に定まる. 一方, ベータシフトの

禁止語による制限もまたオートマトンで記述される. この二つのオート

マトンの認識する無限路の共通部分を認識するオートマトンは直積法に

より求められる. こうして得られたこの有限グラフ上の無限路は, Tλ と

Tω (ω 6= λ) の共通部分にある元全体を表すので Tλ の境界が記述できた

ことになる. このオートマトンにより Tω の境界はグラフ付反復関数系の

アトラクターになることがわかる. このオートマトンはタイル張りの隣

接オートマトンと呼ばれ, タイル張りの位相構造研究の方法の中で大きな

役割を果たす.
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隣接オートマトンのサイズは一般に固有値の絶対値が 1 に近い共役が

存在すると非常に大きくなることが知られている. 固定したタイルでな

くタイル張りの族の性質を調べたい時にはこれが障害になる. 境界を記

述することに目的を限定すれば接触オートマトンと呼ばれるサイズの小

さいオートマトンを構成できる (c.f. [39], [70], [71]).

8 関係する話題

数系の定義は様々にあるが, 特に Kátai等が精力的に研究した標準数系

には周期的なフラクタルタイル張りが付随し全シフトが対応している (例

えば [52], [38], [55]). 従って多くの事柄が Pisot 数系と平行に議論ができ

簡単になる. 例えば, 対応するタイルがいつ円盤と同相か, 多重点がどれ

ほどあるかなどの疑問にも詳しい回答が出来る場合がある ([5], [9], [10]).

二次の標準数系の生成する平面タイル張りであっても, タイルが円盤と同

相にならない場合は多く, 例えば３重点が非加算となる病的なタイルも稀

ではない. Pisot 数系の場合にもこれと同様の現象が観察されている.

一般の数集合 A と拡大的な行列の組からできる周期的フラクタルタイ
ル張りの分類の研究にも多くの研究がある (例えば Lagarias-Wang [56],

[79]). 特に Gröchenig-Haas [39] が導入したWavelet 解析を用いる手法は

この種のタイル張りの研究に大きな役割を果たしている.

Pisot数系と標準数系などを包括し記号力学系とより密接に関連するシ

フト基数系という概念が考えられ, 最近精力的に基本的な性質が調べられ

ている ([13]).

Penroze タイル張りなども含む種々のタイル張りに付随する力学系と

そのスペクトル理論については [75] を見よ.

Bertrand の指摘した別法によっても, 一般の代数的数に付随した sofic

シフトの算術的実現と双曲型トーラス同型写像の Markoff 分割ができる.

そのアイデアを発展させた構成法の提案が Kenyon-Vershik [53] でなされ

ている. Pisot 双対タイル張り同様に, この場合も難しい問題は「何重被

覆となるか」である.

周期的結晶構造と相容れない５角対称などのＸ線回折像を持つ実在の

構造が知られており準結晶と呼ばれている. その数学的モデルとして高次

元格子を無理方向に射影するいわゆる射影法が良く知られている ([61]).

射影法を用いない Pisot 数系による構成が近年脚光を浴びている ([17],

[40], [14]).
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[45] K. H. Indlekofer, I. Kátai, P. Racsko, Number systems and fractal

geometry, in ‘Probability theory and applications’, Math. Appl., 80,

Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1992, 319–334.

21



[46] Sh. Ito and H. Rao, Atomic surfaces, tilings and coincidence I: Irre-

ducible case, Preprint 2002.

[47] Sh. Ito and Y. Sano, On periodic β-expansions of Pisot numbers and

Rauzy fractals, Osaka J. Math. 38 (2001), no. 2, 349–368.

[48] Sh. Ito and Y. Takahashi, Markov subshifts and realization of β-

expansions, J. Math. Soc. Japan, 26 (1974), no. 1, 33–55.

[49] Sh. Ito and S. Yasutomi, On continued fractions, substitutions and

characteristic sequences [nx + y] − [(n − 1)x + y], Japan. J. Math.

(N.S.), 16 (1990), no. 2, 287–306.

[50] T. Kamae and L. Zamboni, Sequence entropy and the maximal pat-

tern complexity of infinite words, Ergodic Theory Dynam. Systems

22-4 (2002), 1191–1199.

[51] T. Kamae and L. Zamboni, Maximal pattern complexity for discrete

systems, Ergodic Theory Dynam. Systems 22-4 (2002), 1201–1214.
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